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Opgave 1: x*+x-12=0
Dette er en andengradsligning, der kan lgses enten ved diskriminantmetoden eller ved at finde to
tal, hvis produkt er -12, og hvis sum er 1.
Forst sidstnaevnte metode:
Da produktet skal veere -12, er tallene 1, 2, 3, 4, 6 og 12 de mulige hele tal (fortegn ikke
medregnet), og da summen af de to tal, skal vaere 1, ma det vere tallene -3 og 4.
Sa man har:

x*+x-12=0 < (x+4)-(x-3)=0 < x=-4 v x=38

Diskriminantmetoden:
d=b*-4ac=1"-4-1.(-12)=1+48=49 >0 dvs. to lgsninger

X_—biﬁ_—lt@_—li?_{ 3

2a 2:1 2 -4

3

Det bemaerkes, at uanset veerdien af t, har hver vektor mindst én koordinat, der ikke er 0, dvs. det
er egentlige vektorer. Dermed geelder:

- L 2 t—1
alb & ab=0 < . =0 &
t+1 3

2:(1-1)+(t+1):3-0 & S+1-0 & t—-2

- 2 - (t-1
Opgave 2: az(t J 0g bz[ J
+

Opgave 3: N(t)=23-1,386" N(t) er antallet af fluer til tiden t (malt i dggn).
Fra start (efter 0 dagn) er der 23 fluer i populationen.

Tallet 1,386 forteeller, at populationen vokser med 38,6% i dggnet (eksponentiel veekst)

Opgave 4: %: y+x f(x)=e*—x-1
X

Det undersgges, om funktionen er en lgsning til differentialligningen, ved at indsatte i
differentialligningen og se, om det giver en identitet.

For at kunne indsatte skal funktionen farst differentieres (der differentieres ledvist og
konstantleddet forsvinder):

f'(x)=e*-1

Der indseettes:
gf-1l=e"-x-14+4Xx <
e -1=¢"-1

Der er fremkommet en identitet, og dermed er funktionen en Igsning til differentialligningen.
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Opgave 5: f(x):2x+l ; x>0 P(13)
X

Farst bestemmes ved ledvis integration den form samtlige stamfunktioner er pa:
F(X)=x*+In|x|+k =x*+In(x)+k  (numerisktegnet kan fjernes, da x > 0)
Da grafen for stamfunktionen skal ga gennem P, kan man finde konstanten k ved:
3=P+In()+k < k=2

Dvs. den sggte stamfunktion er:

Fo (X) = X% +In(x)+2

Opgave 6: Det bemarkes, at det er grafen for den afledede funktion og IKKE for funktionen selv.
Dvs. man ser, at:
f'X)=0 < x=-2vx=3vx=5
Desuden bemarkes det, at:
fi(x)<0i[-3-2
f'(xX)>0i ]—2;3[
f'(x)<0i ]3;5
f'(xX)>0i ]5;6]
Sé& man har:
f eraftagende i [-3;-2]

f ervoksende i [-2;3]

f er aftagende i [3;5]

f er voksende i [5;6]
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18. maj 2011: Delpraven MED hjealpemidler

Opgave 7: Last med Maple:
restart

with(Gym) .

a) V1 skal anvende regression, sa listerne indskrives 1 Maple.
Faldhojde = [1.7,2.0,2.9,4.1,5.6,63,7.0,8.0,10.0,139]:
Antalfald == [42,21,103, 68,51, 48,44, 4.1,3.7,3.2]:

Da det er oplyst, at £(x) = b-x" anvendes potensregression:
f(x) == PowReg( Faldhojde, Antalfald, x) :

_ 46.0955175760221
f(x) B x1.1535?2?7252544

Man skal her veere opmaerksom pa, at Maple har skrevet funktionen pa
en anden form, sa vi skal benytte, atp™ " = Lﬂj og v1 har sa:
P

f(x] = 46_0955.x—1.153572?7’
Dvs. a=-1.13357277 og b=46.0955

b) Det gennemsnitlige antal fald er funktionsverdien, sa vi skal loge:
Flx) =15 2oetorx 1 — 2 6464188781 ]

Da det er en potensfunktion skal man dog vare lidt varsom med at
bruge 'solve' 1 Maple, da det ofte gar galt pa en mac-computer.

S4 man kan alternativt anvende:

fsolve( f(x) =15,x) =2.640418878

Dvs. faldhejden er 2.65 m

c) Da det er potensvakst er sammenhangen mellem den procentvise &ndring i uafhaengig (x) og
afhaengig (y) variabel givet ved:

(1+1,)=(+r,)"
S& man har:
r,=(1+r,)" -1=(1+0,50) "** ~1=1,5" _1=0,3736 = -37,4%

Dvs. at det gennemsnitlige antal fald falder med 37,4%, nar faldhgjden gges med 50%.
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Lgst med n'spire:

f(x)=b-x* xerfaldhgjden i meter f(x) er det gennemsnitlige antal fald.

a) Da det er angivet, at modellen er potensvakst, indtastes pa TI n’spire tabellens vaerdier
under ’Lister og regneark’: Faldhejden i kolonne A og det gennemsnitlige antal fald i
kolonne B.
Under ’Statistik’ = ’Statistiske beregninger’ veelges ’Potensregression’ med:
A-kolonnen som liste X og B-kolonnen som liste Y.

Resultatet gemmes under f1

B C D
=PowerRe
1.7 42 Titel Fotensre..
2 21 RegEgn a*x™b
2.9 10.3a 46.0955..
4.1 6.8b -1.15357...
5.6 5.1r2 0.89654...
6.3 4.8r -0.94686..
7 4.4 Resid {17.0069..
8 4.1 ResidTra..{0.51907..
10 3.7
13.9 3.2

Det bemaerkes, at modellen har byttet om pa a- og b-vardier, sa man har:
b=46,1 o0og a=-11536

b) Huvis det gennemsnitlige antal fald er 15, har man f(x)=15. Dette lgses ved:
! | gl E
H solvelf7ix)=15,x] x=2.64641887755 I—IH
Dvs. at faldhgjden er 2,6m

c) Da det er potensvakst er sammenhangen mellem den procentvise &ndring i uafhengig (x)
og afhangig (y) variabel givet ved:

(L+1,)=(1+r)
Sa man har:
r,=(1+r,) —15(8+0,50) " —1=1,5"5* —1=-0,3736= ~37,4%

Dvs. at det gennemsnitlige antal fald falder med 37,4%, nar faldhgjden gges med 50%.

-1,1536

Man kunne ogsa have fundet det ved pa TI n’spire forst at udregne forholdet mellem det
gennemsnitlige antal fald svarende til en faldhgjde 50% starre end en vilkarlig faldhgjde og
det gennemsnitlige antal fald svarende til denne vilkarlige faldhgjde:

£1l15 x) . -0.373579563157 =
Filx) H
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Opgave 8: Farst bestemmes det samlede antal kunder ved at summere antal kunder i hvert interval:
n=10+23+16+21+10+9=89
Sa kan frekvenserne beregnes (Eksempel: intervallet 20-30 liter):

16
f =—=0,180=18,0%
203 = gg

Den kumulerede intervalfrekvens bestemmes ved at leegge frekvenserne til og med det
pagaeldende interval sammen (Eksempel: intervallet 20-30 liter):

11,2%+25,8%+18,0% = 55,1%

For at kunne indtegne en sumkurve i Excel indtastes det hgjre intervalendepunkt (og der
indszttes et startpunkt pa 0):

Maengde (liter) Antal kunder Frekvens Kum. Frek.
0 0 0,0% 0,0%
10 10 11,2% 11,2%
20 23 25,8% 37,1%
30 16 18,0% 55,1%
40 21 23,6% 78,7%
50 10 11,2% 89,9%
60 9 10,1% 100,0%

Samlet antal kunder: 89
Sa kan sumkurven tegnes:
Tanket gkobenzin

—

2 80,0% //

&= 70,0%

T 60,0% e

S 50,0% A

£ 40,0% ~

5 300% /;

g 20.0%

2 10,0%

0,0%
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Antal liter

Kvartilsattet afleeses ved at ga vandret ind fra 25%, 50% og 75% og aflaese antal liter pa 1.
aksen:

Tanket gkobenzin
s Wang
80,0% et

70,0%
60,0% |
50,0%
40,0%

30,0% ,;
20,0% 7

10,0% //
0] 5 10 15 20 2;730 353§0 45 50 55 60 65

Antal liter

Kvartilszttet er altsa (15 liter, 27 liter, 38 liter)

Kumuleretintervalfrekvens
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Opgave 9: a) Siden s er en del af denne retvinklede trekant:

2,7m

- 40,7°
s |

Med udgangspuﬁkt i den kendte, spidse vinkel kender man den modstaende katete og skal finde
den hosliggende katete, sa man skal bruge tangens:

tan (40. 7°) = m = i =3,13903959235m ~ 3,1m

S tan (40, 7°) =

Vinkel w indgar i en anden retvinklet trekant, hvor man i forhold til vinkel w kender de to
kateter:

2,5m

3,53m-3,14m=0,39m
3,53m —3,13903959235m
tan(w) =
2,5m
w=tan* (0,15638416306) =8,88816277629° ~ 8,9°

b) Da det er otte ligebenede trekanter, kan hver af dem med en hgjde (eller midtnormal,
vinkelhalveringslinje eller median) opdeles i to retvinklede trekanter:

3,92m: ¢

£7392m
Pythagoras giver:
h? +(1,5m)" =(3,92m)’

h=1/(3,92m)’ —(1,5m)’ =3,62165707929m

Nu kendes lzengderne af hgjderne og grundlinjerne, sa arealet af fiskerhusets grundflade er:

A=8. % -3,0m - 3,62165707929m = 43,4598849515m* ~ 43,46m*
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Opgave 10: T(0,0,20) ; F(20,20,0) ; C(-20,20,0) ; D(-20,-20,0)
Ligningen for planen o, der indeholder firkanten ABCD, er: x+3z+20=0’

a) Afstanden fra punktet T til planen o bestemmes:
0+3-20+20
0+3:20+20]_ 80 g o

JE + 0243 f

Da der regnes i meter, er afstanden dermed 25,3m

dist(T,a) =

b) Farst bestemmes en normalvektor for planen der indeholder T, D og C, ved at tage
krydsproduktet af vektorerne TD og TC:

-20-0 -20| &
td=| .50-0 -20
| 0-20 [ -20]
[-20-0 [-20]
€=l 20-0 20
| 0-20 [-20)
crosst:rd,rc:* 800 |
0
-800| ™

Som normalvektor veelges en vektor, der er parallel med denne, men kortere (koordinaterne
divideres med 800):

1
Npe =| 0

-1
En normalvektor for o kan aflaeses ud fra ligningen, og sa kan vinklen mellem planerne
beregnes som Vi vinklen mellem normalvektorerne:

CcosV = a nTDC
na nTDC ‘
1 1
0(-]0
L3
V=COS | ——F——= | =
1 1
0 0
3 -1

. 1-1+0-0+3-(-1) —2

CoS =cos! =116,565051177°
N2 + 094037 (12 + 0% +1° J20

Hvis der teenkes pa den spidse vinkel (det er der ikke neevnt noget om, sa den stumpe vinkel

kan ogsa bruges), er den:

=180°-116,565051177° = 63,4349488229°

splds
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c) For at bestemme en parameterfremstilling for linjen gennem T og F har man brug for en
retningsvektor og et punkt. Som punkt kan man f.eks. bruge T eller F, og en retningsvektor

20-0 20
veelges som en vektor parallel med: TF =| 20-0 |=| 20
0-20 -20
L
Koordinaterne divideres med 20, sd man far: r =| 1
-1
Og en parameterfremstilling med T som udgangspunkt er:
X 0 1
yl=| 0 |+t:| 1
z 20 -1

Punktet B er skaeringspunktet mellem ovenstaende linje og planen a..
Det bestemmes ved at indsztte linjens koordinater i planens ligning:

t+3-(20-1)+20=0 < -2t+80=0, < t=40
Skeringspunktet bestemmes sa ved at indsette denne vaerdi i parameterfremstillingen:
X 0 1 40

y|=| 0 |+40-| 1 |=| 40 Dvs. B(40,40,-20)
yA 20 -1 -20
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Opgave 11: f(x)=17—-x* g(x)=8

a)

b)

Graferne for de to funktioner indtegnes pa TI n’spire:

ot
M\ (3,8)
(-3,8) £2(x)=s
f'l[.t]=1’-'" -.\'2
6 0 1 &

Omradet M er identificeret, og det bemaerkes, at grafen for f ligger gverst i omradet.
De to skaringspunkter er fundet ved to gange at anvende “Undersog
grafer”>”Skaringspunkt” med granser pa hver side af det segte punkt.

De kunne dog ogsa veere fundet ved:

f(X)=g(X) o 17-x*=8 < 9=%x> < x=13
Hermed bliver arealet af det omradet M:

A= [ (F0-9())dx= [ (17-x* 8)dx=[ (9-x*)dx =

1 ) 1 1
9x——x3} :(9-3——-33)—(9-(—3)——-(—3)3j:27—9+27—9:3_6
WEEAL 3 3 =

Det kunne ogsa have varet beregnet ved:

3 36 1
(17—x2—8)dx H

-3

Det er de samme granser, der geelder for omdrejningslegemet, sa man har:
V=V, -V, = ;z-fg f(x)zdx—;z-fag(x)zdx

Dette bestemmes pd T1 n’spire ved:

o

1]

3 4176 7
2
s ((17—:(2J —82)51:( >
J3
ﬂ3 2623 85818428
2
i ((17—):2J —82)51):
-3

o

Dvs. at rumfanget af omdrejningslegemet er 2624
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Opgave 12: f(t) =6,61-sin(0,0167-t—1,303)+12,2 ; 0<t<365
f(t) er leengden af dagen malt i timer ; t er tiden malt i degn efter 1. januar 2011.

a)

b)

Da det er en trigonometrisk funktion, skal der regnes i radianer. Sa man far:
f (100) =6,61-sin (0, 0167-100-1, 303) +12,2 =6,61-sin (0, 367) +12,2 =14,571779
Dvs. at leengden af dagen 100 dage efter 1. januar 2011 er 14,57 timer

I Maple kan man finde det tidspunkt, hvor dagen er leengst, ved at finde det sted, hvor den

farste afledede er 0, og den anden afledede er negativ:
restart

with(Gym) :

£(#) = 6.61-sin(0.0167-1— 1.303) + 12.2 -

Da det er en tngonometrisk funktion, skal man anvende "intervalsolve" for ikke at
overse en lasning:

intervalsolve( f'(t) =0,1=0.365) = [ 172.0836124, 360.2029330 ]

Fortegnene for den anden afledede funktion bestemmes disse steder:
F'(172.0836124) = -0.0018434629 < 0

F"(360.2029330) = 0.0018434629 = 0

Da man seger et lokalt maksimum, er man interesseret 1 det sted, hvor den anden
afledede er negativ, dvs. det er efter 172 dage, at dagen er leengst.

Pa n'spire kan man gere det grafisk ved at indtegne en gﬂf i intervallet [0;365]:

247

(172.0836,18.81)

f1lx)=6.61" 5in(0.0167" x-1.303)+12.2

akser

X
0 50 365

Maksimum for grafen er fundet ved *Underseg grafer’=>’Maksimum’, hvor greenserne er
valgt pa hver sin side af det sted, hvor maksimum ses at ligge.
Sa dagen er leengst 172 dage efter 1. januar 2011

Man kan differentiere funktionen pa lommeregneren, men man kan ogsa bemzrke, at det er
en sammensat funktion, hvorfor den afledede funktion bliver:

f '(t) = 6,61-0,0167 - cos(0,0167 -t —1,303) + 0 = 0,110387 - cos (0,0167 - t - 1,303)
f '(100) = 0,110387 - cos(0,0167 -100 -1,303) = 0,110387 - cos(0,367) = 0,103036108323

Dette tal forteeller, at 100 dage efter 1. januar 2011 vokser dagens leengde med 0,103 timer
pr. degn.
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Opgave 13: 0,4-%+10-I =Gk b I(0)=O | er stramstyrken malt i ampere, og t er tiden i sekunder.

a) Da strgmstyrken er en lgsning til differentialligningen, kan man finde dens veeksthastighed,
nar strgmstyrken er 0,3 ampere ved at indsatte i differentialligningen:

o,4-d—'+10~|=9 = o,4-d—'=9—1o-| PR SRl
dt dt dt 0,4

10,3 d_|:9—10-0,3:9—3:£:
dt 0,4 0,4 04

Dvs. at strammens vaeksthastighed er 15 ampere pr. sekund.

b) P& TIn’spire findes den partikulare lgsning til differentialligningen, hvis graf gar gennem
0,0) ved:
L PR A
deSolvel0.4 i'+10° 7=9 and /10)=0,z,i]
i=0.9-0.9- ¢ 2>

Dvs. at en forskrift for I er: 1(t)=0,9-(1-e ")

Opgave 14: f(x)=(x-3)" ; (Lf(Q)
a) En ligning for tangenten til grafen for f i punktet (1,f(1)) bestemmes pa TI n’spire ved:

84 x 'ﬁ’

tangentLine|(x-3) 2 x, 1)

Dvs. ligningen for tangenten er: y =—-4x+8

Hvis man ikke vil bruge lommeregner, kan man finde tangentens ligning ved ferst at
differentiere funktionen som en sammensat funktion:

fi(x)=1-2-(x-3)=2x—6
Tangentens haldning er sa:
f'‘0)=2-1-6=-4

Raringspunktets y-veerdi er:
f()=(1-3) =4

Og sa er tangentens ligning:
y-4=-4-(x-1) & y=—4-x+8
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b) Nar raringspunktets farstekoordinat er a far man fglgende tangentligning:

2

‘tangen‘cLinelﬁ:;:—3]+ ,.:-:,,:Jr_i
2-la-3) x-(a-3)- (a+3)
Dvs. ligningen for tangenten er: y=2-(a—3)-x—(a—3)-(a+3)

Med udregninger far man:

fi(x)=1-2-(x—3)=2x—6

Tangentens haldning er sa:

f'(a)=2-a—6

Raringspunktets y-verdi er:

f(a)=(a-3)’

Og sa er tangentens ligning:

y-(a-3)" =(2a-6)-(x-a) < y=(2a-6)-x-(2a-6)-a+(a-3)° <
y=(2a-6)-x-2a’+6a+a’-6a+9 < y=(2a-6)-x—a’+9

Punktet Q har x-vardien 0, sa y-verdien er:
y=(2a-6)-0-a’+9=-a>+9 Q(0,-a’+9)

Punktet R har y-veerdien 0, sa x-veerdien er:
a’ -9
=73
2a—-6
Denne omskrivning er lovlig, da a < 3, hvorfor naevneren ikke kan veare 0.
Ved at faktorisere i teeller og navner kan man fa forkortet brgken ved:

,_(a+3)-(a-3) (a+3) R(M,Oj

0=(2a-6)-x-a’+9 <

~ 2-(a=3) B2 2
c)T(a):%-(9—a2)-(a+3) . 0<a<3

Pé TI n’spire defineres funktionen, hvorefter den afledede funktion og den anden afledede
funktion undersgges:

. A
a1 f ¢ ) U t M
dal=—" *.,9—02,." lg+3) dfer
4
(3., . " =-3 =1
solve| it,.!'t_a'_i ,i=0,a] a=-sora
|I_da /)
2 -3
< {a)a=1
da2

Det eneste sted i intervallet [0;3[, hvor den afledede funktion er O, er for a=1, og da den anden
afledede dette sted er negativ (-3), er det et maksimumssted.
Dvs. at for a=1 er arealet af trekanten sterst.
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24. maj 2011: Delprgven UDEN hjaelpemidler

Opgave 1: y=2x*—8x+3
Koordinatsattet til parablens toppunkt bestemmes ved farst at udregne diskriminanten og
derefter indseette den i toppunktsudtrykket:

d =b*—4ac=(-8) —4-2.3=64-24=40
T(__b;ﬂ):'r[ﬂ;i"o]:'r(g;i"oj:'r(z’_@
2a 4a 2:-2 4.2 4 8

Opgave 2: 499 kr. pr. m® grus. 250 kr. for selve transporten.
Lad P(x) veere prisen i kroner for levering af grus, og lad x vaere antal m?® grus, der skal leveres.
Da prisen er den samme pr. m* , er det en lineaer sammenhang. Der galder sé:
P(x)=499-x+250 ; x>0

Opgave 3: Der integreres ledvist og graenserne indszttes:
(6% ~2x)ax=[2x* x| =(2:2°-2*)- (2 -1*)=12-1=11

Opgave 4: f(x)=2" g(x)=0,5" h(x) =1,2"
Alle tre funktioner er eksponentialfunktioner.
Hvis grundtallet er mindre end 1, er funktionen aftagende, og grafen A er grafen for en aftagende
funktion.

Sa A er grafen for funktionen g(x)

Da 2 > 1,2, har funktionen f en starre vaekstrate end h (veekstraten for f er 100%, mens den er
20% for h).

Da grafen B buer mere opad end grafen C, ma der altsa galde:

B er grafen for funktionen f

C er grafen for funktionen h

Opgave 5: Da trekanterne er ensvinklede, er fornoldene mellem ensliggende par af sider det samme for alle
par, sa man har:

L L P L VS —40 5.40-6.5-48
Ac| ~[e] Bc| 5
Ogsaer:

|BE|=|EC|-|BC|=48-30=18
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Opgave 6: Cirkel med r =+/8 C(4,0). Linje med ligningen y =x-1

For at kunne bestemme skaringspunkterne mellem cirklen og linjen, skal man farst have
opskrevet cirklens ligning, hvilket kan gares, da man kender bade radius og centrum:

(x=1+(y-0=vB" o X -2x+1+y’=8 o X -2x+y*-7=0

Skaeringspunkternes fgrstekoordinater findes ved at erstatte y-veerdien i cirklens ligning med
hgjresiden i linjens ligning:

x2—2x+(x—1)2—7=0 & X -2X+X-2x+1-7=0 & 2Xx*-4x-6=0 <
x*=2x-3=0 & (x-3):(x+1)=0 < x=-1vx=3

Disse vaerdier indseettes i linjens ligning for at finde skeeringspunkternes y-verdier:
X1 §=-+1-=.2

x=8: Y=3-132

Sé skaringspunkterne er (-1,-2) og (3,2)
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24. maj 2011: Delprgven MED hjeelpemidler

- 5 - (6
OpgaveY:a:[ 10) b:(j

a) Projektionen af a p& b er en vektor parallel med b, og den bestemmes ved:
H_ [ j(j _5-6-10-8 6 —506 -3
ke ‘5| ‘( JZ (6° +82)2 8) 100 (8) (-4
8

b) Arealet af parallelogrammet udspendt af de to vektorer bestemmes ved hjelp af
determinanten:

~f(5) -

5 B
H:\5-8—(—10)-6\=|40+60|:@
-10 8 B

Opogave 8: Trekant BCT er en retvinklet trekant med den rette vinkel B.
a) | forhold til den spidse vinkel C kender man den hosliggende katete og hypotenusen, sa man
skal bruge cosinus og far:

cos(£TCB) :ﬁ
+

=0,923688378826° ~ 0,924°

Z/TCB = cos{ 63714 j

6371km +0,828km

b) Da det er en retvinklet trekant, kan man benyttes Pythagoras:
lcT[ =|BC[ +|[TB] < [1B[ =[CT|’-|BC[’

[T8| = /(r +h)’ —r? = {/(6371km +0,828km)’ - (6372km)’ =102, 718360501k ~ 102, 7km

Dvs. at man (med en kikkert) vil have udsigt knap 103km i alle retninger fra toppen af
bygningen.
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Opgave 9:
a) Tabellens veerdier indskrives i et regneark pa Tl-n’spire med &r efter 1975 i liste a[] og antal bedrifter

i liste b[], og der laves eksponentiel regression (menu -> statistik = stat-beregning —>eksponentiel
regression) med liste b[] som funktion af liste a[].

Det giver: N(t) = 65375-0,92358"

1 1
In(zj In(zj
b) T, = =
) %= Tn() ~in(0.98)
Dvs. at det samlede antal malkekger i Danmark halveres for hvert 34. ar

=34,3096184915

c) M(t) angiver antallet af malkekger i Danmark, og N(t) angiver antallet af landbrugsbedrifter med
malkekger, sa kvotientfunktionen I\l\/ll—((tt)) ma altsa angive det gennemsnitlige antal malkekger pr.

bedrift. Man har altsa:

G(t) = 1106000-0,98' 1106000 ( 0,98
65375-0,92358' 65375 | 0,92358

hvor antallet af kaer blev opskrevet stykvis og ikke som antal tusinder, dvs. den nye funktion forteeller,
at der i 1975 var knap 17 kger i gennemsnit pr. landbrugsbedrift med malkekger.

Funktionen viser, at det gennemsnitlige antal malkekger pr. landbrugsbedrift med malkekger i perioden
vokser med 6,1% om aret .

t
j =16,917722494 -1,061077723" =16,92-1,061"
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Opgave 10: f(x)=35,9-(1-0,493-¢ 4% . 0<x<25
x er palmernes alder malt i ar. f(x) er udbyttet pr. hektar malt i ton.

)2,604

a) Pa TIn’spire defineres funktionen og grafen indtegnes under henholdsvis ’Beregninger’ og

’Grafer’: \
A
. f ) 12,604
Axk=35.9-11-0 493 ¢70-499 x|
Udfort
f1(x)=f(x)

0 1 %
NEOII". palmeme er 10 &r gamle svarer det til x = 10, s& pa TI n’spire indtas‘lteas:

A 10) 35.5871879516 |—|H

Da man ser pa én hektar, har man altsa, at udbyttet er 35,6 tons

b) Vaksthastigheden i udbyttet pr. hektar, nar palmerne er 5 ar gamle, er
differentialkvotienten i 5, og den bestemmes pa TI n’spire ved:

(Al
d ;g _
dxmx}]lx >

1.7749835378 H

Dvs. at vaeksthastigheden i udbyttet fra en hektar er 1,77 tons pr. ar
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Opgave 11: A(0,32,0) ; B(32,0,0) ; C(32,32,0) ; D(9,23,23) ; E(23,9,23) ; F(23,23,23) ; G(16,16,14)
Planen B der indeholder BCFE har ligningen 23x+9z2—-736=0

a) Afstanden fra punkt til plan bestemmes:
23-16 +9-14 — 736

cm=9,79829359516cm
23?2 +9°

dist(G, ) =

b) En ligning for planen, der indeholder sidefladen CADF kan bestemmes ud fra to vektorer,
der udspaender planen, og som kan bruges til at bestemme en normalvektor for planen:

32-0) (32 9-0 9

AC=|32-32|=| 0| AD=|23-32|=|-9

0-0 0 23-0 23
0-23-0-(-9) 0
ACxAD=| 0.9-32-23 |=|-736

32-(-9)-0-9 —288
Som normalvektor vaelges en vektor parallel med krydsproduktet, der fremkommer ved at
0
dividere koordinaterne med -32: n=| 23
9

Punktet A ligger i planen, sa ligningen bliver:
a:0-(x-0)+23-(y-32)+9-(z-0)=0 < 23y+9z-736=0

c) Da man kender en normalvektor for begge planer, kan vinklen mellem planerne bestemmes

ved:
cosv = = 1
n, -nﬂ‘
0) (23
23|-| 0
ASEIRCY IAE
0 23
23 (- O
9 9

_1[ 0.23+23-04+9-9 j _1(
COS = CO0S

— 82,3693344086°
02 +23% +92 ./23% 4 0% + 92 ]

529 +81
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Opgave 12: f(x) :l-ln(x) ;x>0
X

a)

b)

For at bestemme monotoniforholdene skal der farst ses pa nulpunkter og fortegn for den
afledede funktion, der bestemmes ved at differentiere funktionen ved hjalp af
produktreglen:
-1 il 1
f'X)=—-In(x)+=-—=—=-(1-In(x
(0 =—5In()+ == =7+(1=In(x))

Nulpunkter bestemmes:

F(0)=0 & —=(1-In(x))=0 & 1-In(x)=0 < In(x)=1 = x=e

X2
Ved den anden biimplikation er nulreglen benyttet, og her ses det, at kun den anden faktor

kan vere nul, da brgkens teeller aldrig kan blive 0.
Fortegnene for den afledede funktion bestemmes:

f'(1)=112-(1—|n(1))=1>0
1

f'(3) = 7 (1-In(3))=-0,011<0
Sa fortegnsskemaet bliver:
x0 e
o) 1
fm  + 0 -
f(x) — T

Dvs. at:  f_er voksende i intervallet ]0;e].
f er aftagende i intervallet [e;o0]

Dette kunne ogsa vare fundet pd TI n’spire ved at se pa den anden aflededes fortegn det
sted, hvor den fgrste afledede har nulpunkt:

A

1 P 8/ t M
Ax):=—"Inix} dfor

x

f WY ! =@
solve| it Axl J=0,x| *

1dx J
d2 o -0.049787068368
—lAx}pe=e
dx2

Da fortegnet for den anden afledede er negativt, har funktionen lokalt maksimum i x=e, og
ud fra dette kan monotoniforholdene angives.

Farst skal man finde ud af, hvor punktmangden M ligger.
Hvis man skal gare det ud fra funktionsforskriften, er det nulpunkterne for funktionen, der

ervigtige: f(x)=0 < l-In(x)=0 < In(X) =Rl L xS
X

Da dette sted ligger i et interval, hvor funktionen er voksende, ma grafen for f altsa ligge
under 1. aksen i ]0,1[ og derefter over 1. aksen i ]1;00[ (der er ikke flere nulpunkter).
Og dermed ma 1 veere den nedre grense i det bestemte integral, der angiver arealet:

10 2.65094905519 i‘

ﬂ‘x‘i dx

J1 Dvs. at A, =2,65094905519
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Opgave 13: %—T =0,00526- N -(209 - N) Oplysning: Efter 30 dggn var der 103 smittede.

a) Nar antallet af smittede er 100, kan man bestemme vaksthastigheden ved indszttelse i
differentialligningen:
%—T =0,00526-100-(209-100) = 0,526 -109 = 57,334

Dvs. at antallet af smittede vokser med 57 individer pr. dean, nar der er 100 smittede.

b) Det er en differentialligning, der beskriver logistisk veekst, og den fuldsteendige lgsning er:

209 209
N () = 1+C. @ 0005262081 v 1+ C.o L0934t
Da man kender antallet af smittede efter 30 degn, kan man bestemme konstanten c:
209
209 10003430 209 103
103= e oo =/ WhC- T Sqes e C~ g 2,165646-10"
Dvs. at den sggte lgsning er:
209

N = 2 166107 o 10w

Tallet 209 er den gvre graense for den logistiske veekst, dvs. at antallet af smittede ender med
pa sit hgjeste at vaere 209.

Opgave 14: 1<x<5
a) Rumfanget af beholderen er produktet af endefladens areal og hgjden, sa farst skal

endefladens areal bestemmes. Da det er en ligesidet trekant, kan man opdele den i to
retvinklede trekanter og dermed bestemme hgjdens lengde ved hjeelp af Pythagoras:

Sé arealet af endefladen er:

1 —l.ﬁ.x.xzﬁ.xz

Aendeﬂade :E'h'x_ 2 9 4

Sa rumfanget er:

J3
V= A%ndeﬂade 'sz'XZ'y

Nar x =2 og y =5 har man:

B3

V :7.22.5:5.\@
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b)

Nar rumfanget skal veere 1m?, har man:

V3 4

1 = — X2 . R =
4 y y B

Overfladen bestar af to endeflader og tre sideflader.

Sidefladerne er rektangler, og hver af dem har arealet: Ajqae =X Y

Sé& det samlede overfladeareal er:
0=2- A\endeflade +3- Asideflade 3

5 N 4\

2. W 8 X yE—— 3 ——TE . YR, A
4 2

\/§-x2 2 \/§ X

3 -%:ﬁ-x2+4~
2

|

For at finde den x-veerdi, der gar beholderens overfladeareal mindst muligt, defineres
funktionen, og der ses pa den fgrste og anden afledede:

L, Udfort '

Ax)=— x“+4
2 x
(d iy 2
solve{ d—*f.x_} ,}=0,x{ —
\dx J e 3
2 5.19615242271
2. =
_2*J'.x_3 =2 3
dx ~

Da den anden afledede er positiv det sted, hvor den farste afledede har nulpunkt, er der
lokalt minimum her, og dermed er beholderens overfladeareal mindst muligt, nar

2
x=2% ~1,5874

Det kunne ogsa have veret lost grafisk ved at indtegne grafen og bruge *Undersgg
grafer’>’Minimum’ og placere graenserne pa hver side af det sted, hvor minimumspunktet
ses at veere (vinduet er ifglge definitionsmeengden fra 1 til 5):
125 7 B B

(1.59,6.55)



http://www.szymanskispil.dk/

v Y2 oY . - = =%
B Fui ) ¥ 4 1 ‘Q,'_ vy BV
© SPORGSM : 0 =
- AL SPORGSMAL

Lesningerne er hentet pa www.szymanskispil.dk Quizspillene ASHRAM, MIR 0g SPORTSN@RD
11. august 2011: Delprgven UDEN hjeelpemidler

-~ (5 B3
Opogave 1: a:(4] og b= 6)

Arealet af det parallelogram, de to vektorer udspander, beregnes ved hjelp af determinanten:
-~ = 5 3
A=|det(a,b) - —|5-6-4-3=[18|=18
4 6 %

Opgave 2: f(x)=2x>—x"+3x

Den afledede funktion bestemmes ved at differentiere ledvist:
f'(xX)=2-3x* —2x+3=6x"—2x+3

Opgave 3: m(t)=124-t+4783 0<t<33
t er tiden i ar efter 1975.

m(t) er den gennemsnitlige arlige malkeydelse pr. ko (malt i kg).
Det er en lineer sammenhang, sa man har:

Konstanten 4783 fortzller, at i 1975 var den gennemsnitlige arlige meelkeydelse pr. ko 4783kg

Konstanten 124 fortzller, at siden 1975 er den gennemsnitlige arlige mealkeydelse pr. ko vokset
med 124kg om aret.

Opgave 4: % =2X+ Xy P(1,3)
X

For at bestemme ligningen for tangenten til grafen for f i punktet P, skal man kende punktets
koordinater (hvilket man gar) samt tangentens haldning.

Heldningen kan bestemmes ved indsattelse i differentialligningen, da venstresiden netop
angiver tangenthzldningen i det pagaeldende punkt:

ﬂ=2-1+1-3=5
dx

Nu kendes bade punkt og haldning, sa tangentligningen bliver:
Y=Y =a-(x—x0)
y—8=5.(x-1) < 5x-2
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Opgave5:j 22X dx.
X +3

Dette ubestemte integral bestemmes ved at foretage substitutionen:
t=x"+3

dt
dx
dt = 2x-dx

Ovenstaende indsettes, sa integralet kun kommer til at indeholde t, hvorefter der integreres og

efterfglgende vendes tilbage til x:
2X 1 2
sz +3dx=j¥dt= Injt|+k =In(x*+3)+k
Numerisktegnet er fjernet, da udtrykket i parentesen altid er positivt.

2X

Opgave 6: 3x+h=3 |=2x
Kassens rumfang er: V =h-I-b=(3-3x)-2x-x =—6xX° + 6x°
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11. august 2011: Delpraven MED hjzlpemidler
Opgave 7: Last med Maple:

a) Det er oplyst, at sammenhaengen er V =b- L?. Der er altsa tale om potensvaekst (V er laksens veegt og
L er dens lzengde), og da man har mere end to punkter, skal der anvendes regression:
restart

with(Gym) :

Leengde == [ 50, 60, 70, 80, 90, 100, 105] :

Veegt == [1.29,2.19, 3.47, 5.11, 7.45, 10.36, 12.05] :
V(L) = PowReg( Lengde, Veegt, L) :

V(L) = 0.00000954156327653745 [>01°81178363313
Dvs. at@=3.01581 og b =9.54156- 10°°

b) En lengde pa 87cm svarer til L = 87, ¢4 man udregner:
V(87) =6.74286634659361
Dvs. at veegten af en laks pa 87cm er 6.74 kg

En vaegt pa 2,56kg svarer til = 2.56, 4 man skal lose ligningen V(L) = 2.56:
Da det er en potensfunktion (som Maple kan have problemer med) anvendes

den numeriske ligningsloser:
solve

V(L) =2.56—>63.10340516
Dvs. leengden er 63 cm

c) Da det er potensvaekst er sammenhangen mellem den procentvise &ndring i uafhaengig (L) og
afhaengig (V) variabel givet ved:

(1+r,)=(1+r)
S& man har:
(1 + rV) = (1+0.25) E [[rVZ 0.9600283780”

Dvs. at laksens veegt eges med 96 %4, nar leengden eges med 25%

3.01581178365513 solveforr 'V
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Lest med n’spire:
V =b-L* Der er altsa tale om potensvakst (V er laksens veaegt og L er dens lengde):

Laksens leengde (cm) | 50 60 70 80 90 100 105

Laksens vagt (kg) 1,29 | 2,19 | 3,47 | 511 | 745 | 1036 | 12,05

a) Tabellens veerdier indskrives i et regneark pa Tl-n’spire med laksens laengde i liste a[] og
laksens veegt i liste b[], og der laves potensregression (menu - statistik = stat-beregning
—>potensregression) med liste b[] som funktion af liste a[]. Resultatet gemmes som f1.

B ] D |

=PowerRe

50 1.29Titel Potensre...

60 2.19/RegEgn |a*x"b

70 3.47|a 9.54156..
80 5.11b 3.01581..
80 7.45]r? 0.990689..
100 10.36r 0.99984...

105  12.05Resid  {0.02119..
| |ResidTra..{0.01657..
Det bemarkes, at lommeregneren i forhold til modellen bytter om pa a og b, sd man har:
a=3,0158 og b =9,5416-10° (potensen til b ses, ndr man markerer cellen)

b) Nar laksen er 87cm lang, er L = 87, og da funktionen er gemt under f1, indtastes pa Tl
n’spire:

H f1(87) 6.7428663454 %H
Dvs. at en 87cm lang laks vejer 6,74kg

Nér veegten er 2,56kg, er V(L)=2,56, hvilket pa TI n’spire loses ved: -
! (| i

| solve{frlx)=2 56,x] x=63.1034051673 |

Dvs. at en laks pa 2,56kg er 63,1cm lang

c) Da det er potensvaekst er sammenhangen mellem den procentvise &ndring i uafhaengig (L)
og afhangig (V) variabel givet ved:

(1+r,)=(1+r)"

Sé& man har:

R =(1+r )a -1=(1+0,25) ~1=1,25>""" —1=0,96002322 ~ 96%
Dvs. at veegten gges med 96%, nar leengden gges med 25%.

3,0158

filx)

F111.25-x) . 0.960028378087 ﬁ
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Opgave 8: AABC: |AB| =8 ; |BC| R |AC|=16

a) Da man kender alle tre sideleengder, kan man bestemme en hvilken som helst vinkel ved hjelp af
cosinusrelationerne:

|AB|" +|AC| —|BC[’
2-|AB|-|AC]|

2 2 492
A=cos™ (%) =cos™* (%) = 46,5674634422°

b) Trekant ABH er retvinklet, og man kender l&engden af hypotenusen.

Sa kan lengden af den katete, der er hosliggende i forhold til vinkel A, bestemmes ved hjelp af
cosinus:

CoOsA=

|AH|
cos A:W < |AH|=|AB|-cos A=8-cos(46,5674634422°)=5,5

Nu kendes en vinkel og de to hosliggende sider, og arealet af trekanten kan hermed bestemmes:

s = % | AB|-|AH|-sin ( A) = % -8-5,5-sin(46,5674634422°) =15,9760563031

¢) Uanset hvor punktet G placeres pa linjestykket AC, vil hgjden fra B i trekant ABG vare den samme
som i trekant ABH.

Da trekant ABH er retvinklet, kan leengden af hgjden bestemmes ved:
hg =|BH|

[BH

sin A= 78| < |BH|=sin(46,5674634422°)-8 =5,80947501931

Da arealet af trekant ABG skal vere lig 20, har man:

TABG:1'|BH|'|AG| = |AG|:2'TABG A 2-20
2 [BH| ~ 5,80947501931

= 6,88530372659
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Opgave 9: For at kunne tegne boxplots, skal man kende stgrste og mindste observationer samt kvartilsettet.

Oksekgdspalser

For oksekadspglserne far man:

111 131 132 149 149 153 157 158 184 190

Da antallet af observationer er lige bestemmes medianen som gennemsnittet af de to midterste vaerdier
(markeret med rgdt), dvs. medianen er 151.

Seettet deles midt over, og da hver halvdel nu indeholder et ulige antal observationer, er den nedre kvartil
den midterste af de 5 observationer (markeret med blat).

Dvs. den nedre kvartil er 132, og den gvre kvartil er 158.

Mindste observation er 111 og sterste observation er 190.

For kyllingepglserne foretages det samme:

86 94 102 132 135 142 143 144 146 152
Mindste observation: 84

Nedre kvartil: 102

Median: 138,5

@vre kvartil: 144

Starste observation: 152

Sa kan de to boxplot tegnes:

—— S Kyllingepglser

80

90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 a0

Der er nogenlunde lige stor forskel i energiindholdet mellem den mest og den mindst energirige palse
for de to slags palser, men teetheden for kyllingepglser er mere ujeevnt fordelt, hvor de 5 mindst
energirige fordeler sig over et stort omrade, og de 5 mest energirige ligger meget taet.

Det ser ikke ud til, at kyllingepglser kan blive sa energirige som de mest energirige oksekadspglser, da
den starste observation blandt kyllingepglserne ligger omtrent ved medianen for oksekadspglserne.

Og det ser ikke ud til, at oksekadspglser kan komme til at indeholde lige sa lidt energi som de mindst
energirige kyllingepglser, da den mindste observation for oksekadspglserne ligger over den nedre
kvartil for kyllingepglserne.
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Opgave 10: N(t)=b-a'. tertiden i sekunder efter farste detektion. N(t) er antal inficerede computere.
a) Deteroplyst,at N(10)=110 og N(30) =160
Dette giver to ligninger med to ubekendte:
110=b-a" 2
A= 19 o a1 g1891126754
160=Db-a a 110 110
b bestemmes:
110

110=b-a’ < b= -
1,01891126754

=91,2071817348

Dvs.:
N (t) =91, 21-1,0189"

Det kunne ogsa have veret last pd TI n’spire ved:

solve(110=b- 1% and 160=5- a3o,a,b)
a=-1.01891126754 and #=91.2071817348 or ¢=1.01891126754 and »=91.2071817348
Her ville man sa skulle smide den ene lgsning vaek, da a > 0.

—

b) Nar t=5 har man:
N (5) =91,2071817348 -1.01891126754° =100,163815775
Dvs. at efter 5 sekunder var 100 computere inficeret.

Da man kender fremskrivningsfaktoren, kan fordoblingstiden beregnes:

In(2
T, = Inied —= ( ) = 36,9980943966
In(a) In(1,01891126754)

Dvs. at fordoblingstiden er 37 sekunder
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a) Farst defineres de to funktioner, og deres skearingspunkter bestemmes pa TI n’spire:

g{x‘}:=4' (,l—e-x}

Udfort

h{x‘}:=ex—1

Udfort

solve{:h{x}=g{x‘ﬁ,x:l

x=0orx=2- lnlzJ

solve{h{x}=3{.\.’3.x }

x=0. orx=1.38629436112
Dvs. farstekoordinaterne til skeeringspunkterne er 0 og 1,38629

Graferne kan tegnes pa TI n’spire, og skaringspunkterne kan bestemmes ved "undersog grafer’ og

“skeeringspunkt’:

6.73

¥

f2(x)=h(x)

(1.39,3)

-10

6173

0,0}

Problemet med denne metode er, at man ikke kan vare sikker pa, at alle skaeringspunkter ses i det
pagaldende vindue (selvom det i dette tilfeelde virker ret tydeligt).
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b) Grafen for g ses at ligge @verst i det pageeldende interval:
471 ¥
(1.39,3)
f1{x)=g(x)
M el
0.2 X
-1

Sa arealet af punktmangden M er (indtastet pd TI n’spire):

Jz- 1n(2%g(x)_&(xndx 2[5 In[2)-3) 7
0
2 In(2) 0.931471805599
J (x]—&(x))dx
0

Sa A, =0,931471805599

¢) Man kan differentiere g(x) pa lommeregneren, men det kan ogsa gere ved at bemzrke, at det andet
led i parentesen er en sammensat funktion:

g(x)=4-(1-e*)=4-4.¢

9'(x)=0-4-(-1)-e* =4.-e*

Da ekponentialfunktioner kun kan give positive verdier, er g'(x) >0 V xeR
Og da den afledede funktion af g er positiv for alle tal, er funktionen g voksende.
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Opgave 12: C(0,0,5) og P(2,-1,3). «a: 3x+6y—-6z+3=0
a) For at bestemme kuglens ligning, skal man kende centrums koordinater og radius. Man kender centrum,
og da P ligger pa kuglen, kan radius beregnes ved:

r=|CP|=/(2-0)’ +(~1-0)’ +(3-5)’ =V4+1+4=8=3
Dvs. kuglens ligning er:
(B-0)" +(x-0)"+(Z2B) =3 <1 R (7 B0 T

For at angive ligningen for en plan, skal man kende et punkt i planen og en normalvektor for planen.

0-2 -2
Punktet P ligger i planen, og da planen tangerer kuglen, er PC = 0—(—1) =| 1 [ennormalvektor
5-3 2

til planen. Dermed er tangentplanens ligning:
—2-(x=2)+1-(y=(-1))+2:(z-3)=0 < -2x+y+2z-1=0

b) Da a er en tangentplan, vil en normalvektor til o veere parallel med linjen gennem C og Q og kan
dermed bruges som retningsvektor i parameterfremstillingen for linjen gennem C og Q.

3
En normalvektor for planen aflaeses ud fra dens ligning til: ﬁ =| 6
—6
1
En anden og kortere normalvektor er s: E g
-2

Denne vektor bruges som retningsvektor og C som punkt pa linjen, og en parameterfremstilling for
linjen gennem C og Q bliver sa:

X 0 1
y|=|0|+t:| 2
Z 5 -2

Skeeringen mellem denne linje og planen o vil sa give raringspunktet Q. Skaeringen bestemmes ved at
indseette linjens koordinater i planens ligning:

3:(0+t)+6-(0+2t)-6-(5-2t)+3=0 <
3t+12t-30+12t+3=0 < 27t=27 < t=1

Denne veardi for parameteren indsattes i linjens parameterfremstilling:
X 0 1 1

y|=|0]|+1-| 2 |=]| 2| Dvs. rgringspunktet er Q(1,2,3)
Z 5 -2 3
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Opgave 13: Z—T =0,82-0,88'-N ; N(10) =266

t er tiden malt i degn, og N er antallet af kraeftceller malt i millioner.

a) For at kunne bestemme veeksthastigheden til et givet tidspunkt ud fra differentialligningen, skal
man til dette tidspunkt ogsa kende N. Og da man netop kende N(10)=266, har man:

%—T =0,82-0,88" - 266 = 60, 7466328872

Dvs. at veeksthastigheden efter 10 degn er 60,7 millioner kreeftceller pr. deggn.

b) Da man kender differentialligningen og funktionsveerdien til et givet tidspunkt, kan man pa Tl
n’spire bestemme Igsningen ved:

=
deSolve(n'=o.82- (0.88)" nand n(10)=266,z,nJ 11687 58423307 (0.001637474061)(0'88)r ﬁ‘
Dvs. at man har:

N (t) =1587,58-0,001637474061°%

Opgave 14: a) Symanstret bestar af en halvcirkel og 3 rette linjestykker, sa omkredsen er:
O =0 , +0

halvcirke rettesider

1
- :E-Z-ﬂ-x+2-y+2x=2y+(7r+2)-x
b) Nar omkredsen skal vaere 100cm, har man:
100- (7r + 2) - X
2
Arealet bestar af arealet af rektanglet fratrukket halvcirklens areal, sa man har:

1 100— (7 +2)-x 1
A%ymanster 5 Aektangel - Ahalvcirkel =Yy 2X — E 7T XZ = ( 5 ) < 2X — E 0150 X2 =

100=2y+(7+2)-x < y=

(100—(7r+2)-x)x—%-7r-xz =100x—2x2—7z-x2—%-7r~x2 =(—2—g-7rj-x2+100x

c) Grafen for arealet er en parabel med benene nedad, sa det sterste areal findes ved toppunktet, og
den sagte x-veerdi er dermed toppunktets farstekoordinat:

b _ 7100 ;44801277101

Xmax=2_ B
4 2-(—2—-7rj
2

Det kunne ogsa have veeret fundet grafisk, eller man kan bestemme stedet ud fra den ferste og den
anden afledede:

a(x):: Uﬂ:fﬂ?‘f

3 2
2—— 7| xT+100 x
2

solve(i(a(x]):qx x=7.44891277101
dx

7 -13.4247779608
“—{alx))=7. 448912771014
dx2

Da den anden afledede er negativ, er der det sted, hvor den afledede funktion er 0, et lokalt maksimum.
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9. december 2011: Delprgven UDEN hjalpemidler

Opgave 1: Udtrykket reduceres bl.a. ved at anvende en kvadratsatning pa farste led:
(a=b)’ +2a(a+b)-b? =a’+b”—2ab+2a’ + 2ab-b* = 3a’

- W2 -~ (=3
Opgave 2: az[tj 0g b:[ j

Begge vektorer har uanset veerdien af t mindst én koordinat, der ikke er nul, sa der er tale om
egentlige vektorer. Dermed geelder:

. - 2) (-3
alb < ab=0 < (J-(LJ:O < 2:/(-3)+t-4=0 & 4t=6 < tz%

Opgave 3: X* —2X+ Yy’ +6y+2°+22+2=0
Kuglens ligning omskrives, sa centrum og radius kan afleeses:
(x—1)2 +(y+3)2 +(z +1)2 = 2+1°+3*+12=9=3
Sa kan kuglens radius og centrum aflaeses til:
r=3og C(1-3-1)

Opgave 4: f(x)=b-a* f(3)=1 f(6)=8
De to kendte funktionsverdier indsettes i funktionsudtrykket, sa man far to ligninger med to ubekendte,
der benyttes til at finde a-veerdien, hvorefter den farste af funktionsveerdierne benyttes til at finde b-

veerdien:

;ZE:ZZ}:>§22_2 SWB-a"" < a’=8) < i =-{8=?
b bestemmes:

1=b-2° < bzl
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Opgave 5: y=Xx*—2x-8
Parablens skaringspunkter med farsteaksen er de steder, hvor y-verdien er nul, dvs. man far en

andengradsligning, der enten kan lgses med diskriminantmetoden eller ved at finde to tal, hvis produkt

giver -8 (de mulige hele tal er — fortegn ikke medregnet — derfor 1, 2, 4 og 8) og hvis sum er -2.
Farst sidstnaevnte metode:

Tallene -4 og 2 opfylder betingelserne, sa man har:
0=x*-2x-8 < 0=(x+2)(x-4) < x=-2vx=4 (nulreglenanvendti sidste skridt).
Hermed er de sggte koordinatsat: (—2,0) og (4,0)

Diskriminantmetoden:

0=x"-2x-8
d =b? —4ac=(-2)" ~4-1-(-8)=4+32=236 > 0 dvs. 2lgsninger
X:—bi\/E:—(—Z)iJ'?G: 246 :{ 4
2a 2-1 2 —2
Opgave 6: Da rumfanget er 9m? har man:
9=h-x-x < h=% (medenheder:hzgx—nf)

Det samlede areal er sa:
18m?®

)

A=2- Ay + A, :2-h-x+x-x=2-%-x+x2 :x2+% (med enheder: A= X’ +
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9. december 2011: Delprgven MED hjaelpemidler

Opgave 7: AABC: |AC|=10 |AB|=7 ZA=30°
a) Man kender en vinkel og de to hosliggende sider, sa den modstaende side kan beregnes med
en cosinusrelation:

IBC|" =|AB[" +|AC|" 2| AB|-|AC]-cos A
|BC|= /72 +10 - 2-7-10-cos(30°) = 5, 26843842805

b) Der dannes en ligebenet trekant BCD:

B

30°
A D 10 C

Man kan bestemme arealet af trekant ABD, hvis man kender vinkel B i denne, da man sa

kender en vinkel og de to hosliggende siders leengder.
Vinkel B i trekant ABD kan bestemmes, hvis man farst finder vinkel D ved hjelp af
sinusrelationerne. Man ved, at ZADB er stump, da ZBDC er spids, fordi #BDC = ZBCD og

en trekant ikke kan have to stumpe vinkler.
At ZADB er stump udnyttes, nar vinklen skal isoleres:

sin(ZADB) _sin A . sin(ZADB) sin A
7 |BD| 7 |BC|

_aono W SinA _) o % sin(30°) i, .
/ADB =180°—-sin" | —— =180° —sin 7 |=138,368788415
IBC| 5, 26843842805
Sder Z/ABD:

/ABD =180°- ZA—- ZADB =180°-30°-138,368788415° =11,6312115855°
S& er arealet af AABD:

Taeo Z%-|AB|-|BD|-sin(4ABD):

% -7-5,26843842805 -sin (11,6312115855°) = 3,71762239272
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Opgave 8: f(x)=b-x* ; 0<x<90
f(x) er kraftpavirkningen og x er vinklen:

(grader)
Kfaﬂpgfk“mg 0,035 0,063 0,085 0,10

a)

b)

For at bestemme konstanterne indtastes tabellens verdier pa TI n’spire under ’Lister og
regneark’ med vinklerne i liste A og kraftpavirkningerne i liste B. Da modellen er
potensvekst (se forskriften), veelger man ’Statistik’ = ’Statistiske

beregninger’—> ’Potensregression’. A[] valges som x-veerdier og B[] som y-veerdier, og
resultatet gemmes under f1:

=PowerRe
20 0.035Titel  [Potensre.
40 0.063RegEgn a*x”b
60 0.085a 0.00359..
80 0.1b 0.76692..
r (0,89466..
r 0.89732..

Resid  {-7.7467..
ResidTra..{-0.0218..

Det bemaerkes, at lommeregneren bytter om pa konstanterne, sa man har:
a=0,7669296 og b =0,0035956

En vinkel pa 45° svarer til x = 45, og da modellens funktionsforskrift er gemt som f1,
indtastes:

‘ r1(4s) 0.066630774839 ﬁH
Dvs. at kraftpavirkningen er 0,067N

Da det er potensvaekst er sasmmenhangen mellem den procentvise a&ndring i uafhaengig (x)
og afhangig (y) variabel givet ved:

(L+1,)=(1+r)
Sd man har: r, =(1+r,)" —1=(1+0,30) —-1=12%" - 1= 288888 = 22,3%
Dvs. at kraftpavirkningen gges med 22,3%, nar vinklen gges med 30%.

0,7669296

Man kunne ogsé have fundet det ved pa TI n’spire forst at udregne forholdet mellem
kraftpavirkningen svarende til en vinkel 30% starre end en vilkarlig vinkel og
kraftpavirkningen svarende til denne vilkarlige vinkel:

Fil1.3 x)_l 0.222887562564 E‘
filx] H
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Opgave 9: T(0,0,520) A(400,0,200) B(280,280,200) C(0,400,200)

a)

b)

For at kunne bestemme en ligning for den plan o, der indeholder tagfladen ABT, skal man
kende et punkt i planen (her kan man bruge enten A, B eller T) og en normalvektor for
planen.

For at finde en normalvektor bestemmes krydsproduktet mellem to ikke-parallelle vektorer,
der udspender planen:

400-0 400 280-0 280
FA=| 0-0A=|"0 TB=| 280-0 |=| 280
200-520, | -320 200-520 ) | -320

Disse vektorer udspznder planen, men for at gere udregningerne lidt nemmere, kan man
veelge nogle kortere vektorer, der er parallelle med disse:

5) 7

F-—TA=| 0| F-=TB=|7
80 40

—4 -8

0-(-8)—(~4)-7) (28
Lxr,=| —4.7-5.(-8) |=|12 |=n
5.7-0-7 35
Punktet T anvendes, og med den fundne normalvektor far man:
a: 28-(x—0)+12-(y-0)+35:(z2-520)=0 < 28x+12y+352-18200=0

Man kunne ogsé have fundet ligningen ved pd TI n’spire at indtaste:

Solve(c- 520+d=0 and @ 400+¢- 200+d=0 and a- 280+%- 280+¢ - 200+d=0 and a’=1,a,bjr::l

-1 -1
ag=——and b= and c=—— and d=1
E50 4550 520

Dette ville dog ikke give en ligning pa en form, der var nem at arbejde med, og man ville
derfor nok veere ngdt til at gange ligningen igennem med et passende tal (f.eks. 18200).

Tagfladen BCT ligger i planen B med ligningen: 12x + 28y + 35z =18200
Nar man skal bestemme afstanden fra punktet O(0,0,0) til planen, er det vigtigt at huske at fa
planen om pa den rigtige” form: 12x+ 28y +35z2-18200=0

12.0+28- o 08> -
Afstanden er sa: dist(O,ﬂ):| 0+28 0GR & OO|:| 18200|=392,237735621

122 + 282 + 352 J2153

Vinklen mellem to planer svarer til vinklen mellem normalvektorer til planerne, og disse kan
afleses ud fra ligningerne, sd man har:

28) (12
12 |-| 28
n,-n, 35) (35 28-12+12-28+35-35 1897
n,||ns| /282 +12% +35% 127 + 287 + 357 12° +28% +35° 2153

v=cos* (2—9 =28,2251252797°
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Opgave 10:  f(x)=x*-50-In(x) ; x>0

a)

b)

En ligning for tangenten til grafen for i punktet (3,f(3)) bestemmes ved pa TI n’spire at
indtaste:
(2 x Udfort
Ax):=x%-50- In{x)px>0 afor
tangentLine(fx]x,3) -32-x -
ngentLinelfix).x,3 ~50- Inl3)+41
2

tangentLinet}":x},x, 3i
-10.6666666667-x-12.9206144234

Sa tangenten har ligningen: y = —3—3;2 -x—=50-In(3)+41

Da funktionen allerede er defineret, kan monotoniforholdene bestemmes ved at regne pa
afledede funktionen pa lommeregneren. Man kan enten bruge fortegnsskema for den
afledede funktion eller regne pa farste og anden afledede som her:

r 1 i
P oah =5
solve| 4 WAx]) =0,x| X
|I_dx )
2 4
A 4] =5
dx2

Det eneste sted, hvor den afledede funktion giver 0, er x=5, og her er den anden afledede
positiv, dvs. det er et lokalt minimumspunkt.
Dermed gelder:

f_er aftagende i intervallet ]0;5]
f_er voksende i intervallet [5;00]

Linjen med ligningen y = f'(x,)-x = (Z-X0 —@J X skal veere tangent til grafen for f.
XO

Da f (xo) netop er haeldningen for tangenten til grafen i X,, vil haeldningen automatisk

passe. Man skal altsa kun sgrge for, at y-veardien for funktionen og tangenten er den samme
det pageldende sted. Man har altsa:

X§_50'In(XO):(2XO_i_Oj'XO = x§—50~ln(x0)=2X§—50 Rl

0
X; +50(In(x,)-1)=0 < x, =2,41824451383
Til det sidste skridt er anvendt lommeregner:

2

+50- {Inlx)-1)=0,x/

solvet_x
x=2.41824451383
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Opgave 11: (jj_(t: =0,4-0,02-C C(0)=0 C(t) er koncentrationen malt i ppm. t er tiden i minutter.

a) Man kan enten genkende differentialligningen som en standardligning med den

fuldsteendige lgsning:

C(t)% 04 ¢ goo
0,02

=20+c-e %%,

eller man kan finde lgsningen pa TI n’spire ved:
deSolvelc'=0.4-0.02- ¢,t.¢)

c=c2-10.980198673207)+20.
Det er samme resultat, da e%% =0,98019867

Konstanten ¢ bestemmes ud fra oplysningen C(0) = O:
0=20%c.cP < #1020

Dermed er den sggte lgsning: C(t) =20—-20-e°%

b) Pa TIn’spire er funktionen indskrevet sammen med den vandrette linje y = 10:

57

f1fx)=20-20 ¢ 0 0F ¥

(34.7,10) f2lx)=10

3 0.296

10 200
Skeringspunktet mellem de to grafer er bestemt ved ”Undersog grafer” og
’skaeringspunkt”, og det fortaeller, at koncentrationen er 10 ppm efter 34,7 minutter.

Tidspunktet kunne ogsa have veeret bestemt ved:

f i
solvel 10=20-20- ¢ 0027 |
t=34.657359028
C’(15) er bestemt pa grafen ved at vaelge “Undersog grafer” og ”dy/dx”, hvorefter grafen
og stedet x = 15 er valgt.
Dvs. C’(15) = 0,296, hvilket forteeller, at efter 15 minutter vokser koncentrationen med

0,296 ppm pr. minut
Man kunne ogsa have bestemt vardien med indtastningen:

, .,
4 50-20 €002 ¢)_15
de' '

0.296327288273
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Opgave 12: a) Grafen for f og linjen med ligningen y = 4 indtegnes pa TI n’spire, og punktmangden M i

farste kvadrant identificeres:

fl(x):[} o+ D
X

5 ¥
\05314)

f2(x)=a

Skearingerne er fundet ved 2 gange at 'bruge ”Undérseg grafer” > ”’Skaeringspunkt”, hvor

greenserne veelges pa hver side af det sggte skaringspunkt.

De kan ogsa bestemmes ved:

1
3 xt—=4x
b

solve

| dette omrade ligger den vandrette linje gverst, sa arealet af omradet kan bestemmes ved:

oo 32 3 )

4_§_0_f l_| n(3) =
2 386

Det kunne ogsa veere beregnet ved:

24+1-8-9
6

_In(3) = %—In(3) ~0,2347

1

1
4-3- x—— |dx
X

1

3

[=]
——ln(S)

b) Rumfanget af omdrejningslegemet bestemmes ved farst at rotere den vandrette linje og

derefter grafen for f :

V= ﬂj4de ﬂf(3x+xj dx

Det beregnes pa TI n’spire:

1 1
b1 16 dx—m (3‘ X+
1

3

1 1
T 16 dx-m (3‘ =
1

- 1

3 —

5.68505360586

Dvs. V =5,5851
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Opgave 13: f(x) = 211,4885 10,4801 (°%* + ¢ ™)

a) Ved jordoverfladen er f(x) = 0, og bredden af buen ved jordoverfladen er altsa afstanden
mellem funktionens to nulpunkter. Denne afstand bestemmes pa TI n’spire ved:

=
flx):=211.4885-10.4801 [e”ng' bR xJ Udfort
solve(f{x}=0,x] x=-91.2531218737 or x=91,2531218737
91.25312187367--91.25312187367 182.506243747

Dvs. buens bredde er 182,5m

b) Buelaengden kan beregnes ved | = J':«/( f '(x))2 +1-dx

Da funktionen er defineret pa lommeregneren, kan leengden beregnes ved:

91.2531218737 451, 255473766 o

i)

+1 dx

-91,2531218737

Dvs. at leengden af buen er 451,3m

Opgave 14: Da tangentens haldningskoefficient (svarende til % eller f(x)) er proportional med f(x) med
X

proportionalitetskonstanten 0,17, har man: f '(x) =0,17- f (x), hvilket er den sggte

differentialligning.
Da man kender funktionsveerdien i punktet P, kan man bruge differentialligningen til at finde
tangentens haldningskoefficient:

ﬂ=0,17-3=0,51
dx =
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25.maj 2012: Delprgven UDEN hjzlpemidler

Opgave 1: Udtrykket reduceres bl.a. ved at udnytte en kvadratsetning til farste led:
(a-b)(a+b)-2a*+b* =a’-b*-2a’+b*=-a*

Opogave 2: Linjer givet ved ligningerne:
I:2x-3y=1
m: X+6y=8
Koordinatsattet til skeeringspunktet mellem de to linjer findes ved at lgse ligningssystemet:
2x-3y =1 2x-3y =1
=
X+6y=8 2X+12y =16

y-vaerdien indsettes i den nederste ligning for at finde x:
X+6:1=8 < x=2

Dvs. at koordinatsattet til skeeringspunktet mellem linjerne er (2,1)

}:(2x+12y)—(2x—3y):16—1<:>15y=15c> y=1

Opgave 3: Da vippen er ophangt pa midten, er trekanterne AEF og BDE kongruente, og de er retvinklede:

B
ﬁ) h
57 ¥ ;
| ‘D
92
A F C
—2—

Sa giver Pythagoras:
|AE[ = |AF| +|EF[’

2
(5) =22 +|EF[
2

= (3 - BB B2
2 4 4 N4 2

Sder:

BC]=2-|EF|=2-2 -3

Dvs. at punktet B er 3m over jorden.
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Opgave 4: 3x*—2x+c=0

Opgave 5:

Opgave 6:

Hvis andengradsligningen skal have netop én lgsning, skal diskriminanten veere 0:
d=(-2)°-4-3.c=4-12c

0=4-12c < 12c=4 < c=%
f(x)=(x+1)-e* ﬂ=y+i
dx X+1

Det undersgges, om funktionen er en lgsning til differentialligningen, ved at indsatte i
differentialligningen og se, om det giver en identitet.
For at kunne indsatte skal funktionen forst differentieres (det er en produktfunktion):

fi(x)=1-*+(x+1)-e* =(x+2)-e
Der indseettes:

x+1)-e”

(x+2)-eX:(x+1)-eX+( =S

X+1
(x+2)-e* =(x+1)-e"+e* <
(x+2)-e"=(x+2)-e
Der er fremkommet en identitet, og dermed er funktionen en lgsning til differentialligningen.

Det bemarkes, at de to steder a og b, hvor f har ekstrema, svarer til nulpunkterne for bade g og
h, og derfor kan dette ikke bruges til at svare pa, hvilken af funktionerne g og h, der er den
afledede til f:

(2)

'

» (1)

h

Men hvis man f.eks. kigger i intervallet ]Ja;b[ ses det, at f er aftagende, hvorfor den afledede
funktion til f er negativ. Dette passer med funktionen g, men ikke med funktionen h.

Derfor er g den afledede funktion til f
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25. maj 2012: Delprgven MED hjaelpemidler
Opgave 7: Forst indtastes tabellens verdier under ’Lister og regneark’ pa TI n’spire. Liste A navngives
”Cigaretpriser” (Hvis man ikke angiver et navn, kan man ikke lave et boxplot senere i opgaven).
Derefter vaelges ’Statistik’ = ’Statistiske beregninger’—> ’Statistik med én variabel’.
Der veelges 1 liste, og X1-listen er A[] og frekvenslisten 1:

=0OneVar(:
16 Titel  [Statistik .|
19 X 38.2666..
28 X 574,
3 Z%? 25126,
3 5% = sn-..|15.0260..
32 OX = On.. [14.5165..
32 n 15,
34 MinX 16.
35 QiX 31,
38 MedianX.. 34,
38 QsX 53,
53 MaxX 66.
60 58X = 2..3160.93..

Dvs. at kvartilsattet for cigaretpriserne er (31,34,53)

For at tegne et boxplot valges Diagrammer og statistik’.
Der klikkes pa x-aksen, si ’cigaretpriser’ tilfojes.
Under ’Diagramtyper’ velges nu ’Boxplot’, hvilket giver:

T T T T T T T T T T T T
15 20 25 30 35 40 | 45 50 55 60 65 70
cigaretpriser

Opgave 8: f(x)=(x*~8):In(x) ; x>0

a) Ligningen f(x)=0 kan enten lgses med ’solve’ pa lommeregneren, eller man kan benytte nulreglen og
sige:
0=(x*-8):In(x)=0 < X -8=0vIn(x)=0 < x=2vx=1

b) En ligning for tangenten til grafen for fi punktet P(1,f(1)) bestemmes Veldﬂ
7-7-x
tangentheu BJ ln{xJ,x, 1J H

Dvs. tangentens ligning er y =—7X+7
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Opgave 9: f(t)=b-a' .terantal ar efter 2004. f(t) er antal Facebook-brugere i verden mélt i millioner:

Arstal 2004 2005 2006 2009 2010

Antal brugere (mio.) 1 5,5 12 350 600

2

a) Modellen er en eksponentiel udvikling, sa for at finde en forskrift indskrives tabellens vardier
pa TI n’spire med arstal efter 2004 (dvs. 0, 1, 2, 5 og 6) i liste A og antal brugere i millioner i
liste B. Der vaelges ’Statistik’ = ’Statistiske beregninger’—=’Eksponentiel regression” med liste
A som x-verdier og liste B som y-veerdier. Resultatet gemmes under f1:

B C D [
=ExpReq(:
0 1 Titel Ekspone..
1 5.5 RegEgn |a*b”x
2 12a 1.39384..
5 350b 2.87488...
6 6002 0.98854...
r 0.99425..,
Resid {-0.3938..
ResidTra..{-0.3320..

Det bemarkes, at lommeregner har en model, hvor a og b er ombyttet i forhold til vores
model, s& man har:

a=2,87488675 og b =1,39384529

b) Fordoblingstiden kan bestemmes, da man kender fremskrivningsfaktoren a:
_In(2) _ In(2)

? In(a) In(2,87488675)

Dvs. at fordoblingstiden er 0,66ar

=0,65638112

Det kunne 0gsa have varet beregnet pa TI n’spire ved:

solvelf1(x)=2- f1{0)x] 0

x=0.656381119957 H

c) Da modellens funktionsforskrift er gemt under f1, kan antallet af Facebook-brugere i 2008
(x=4) bestemmes ved:

H f1i4) 95.2132819584 %‘
Dvs. at der i 2008 ifalge modellen var 95 millioner Facebook-brugere i verden

Fremskrivningsfaktoren a = 2,87 svarer til en vaekstrate pa r = 2,87 -1=1,87 =187%, dvs.
antallet af Facebook-brugere i verden vokser med 187% om aret
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Lgst med Maple:
f(t)=b-a' .terantal r efter 2004. f(t) er antal Facebook-brugere i verden malt i millioner:

Da det er en eksponentiel udvikling, laves der eksponentiel regression med Maple:
restart

with(Gym) :

Ar=10,1,2,5,6]:

Antalbrugere == [1, 5.5, 12, 350, 600] :
f(t) := ExpReg(Ar, Antalbrugere, t) :

f(t) =1.39384528732616 2.87488674861275"
Dvs. at g =2.875 og b =1.3938

b) Fordoblingstiden kan bestemmes, da man kender fremskrivningsfaktoren a:

@ _ @) eeeaennn
In(a)  In(2,87488675)

Dvs. at fordoblingstiden er 0,66&r

c) Ar 2008 svarer til t = 4, s& i Maple indtastes:

£(4) =95.2132819382449
Dvs. at der i 2008 ifalge modellen var 95 millioner Facebook-brugere i verden

Fremskrivningsfaktoren a = 2,87 svarer til en veekstrate pa r =2,87 -1=1,87 =187%, dvs. antallet af
Facebook-brugere i verden vokser med 187% om aret
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Opgave 10: Folgende figur er givet:

Al 7 | C
a) | trekant ABD kender man alle tre sideleengder, sa enhver vinkel kan bestemmes ved en
cosinusrelation:

_|BD[ +|AB[ - |AD|

cosB =
2-|BD|-|AB|
2 2 92
B=cos™ S =cos™ k' = 28,1375265744°
2-5.11 110

b) Vinkel A indgar i bade trekant ABC og ABD, sa man kan bruge siderne i trekant ABD til at
beregne den (selvom opgaveteksten omtaler trekant ABC):

“ |AD|* +|AB|" —|BD["

cos A
2-|AD|-|AB]
2 2 g2
A=cos™ e S | cos™ (%j =19,6850548247°
2.7-11 154

For at kunne bestemme |AC|mangler man vinklerne B og C i trekant ABC.

Da BD er en vinkelhalveringslinje, har man:
Z/ABC =2- ZABD = 2-28,1375265744° = 56, 2750531489°

Vinkelsummen i en trekant giver:
C =180°—- A— ZABC =180°-19,6850548247° —56,2750531489° = 104,039892026°
Sinusrelationerne giver:

|AC| - |AB| PN |AC|=M'S"’I(ZABC)
sin(£ABC) sin(C) sin(C)
11

-sin (56, 2750531489°) = 9, 43055555556

AC]=—
sin (104,039892026°)
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Opgave 11: Cirkel : (x—2)2 +(y+1)2 =100 Linjel:3x+4y-7=0
a) Cirklens centrum aflaeses ud fra ligningen til C(2,-1).
Sa kan afstanden fra centrum til linjen bestemmes ved:
B-2+4(-1)-7 |5 s

dlSt(C,I)— \/324_742 —\/g—gz:l.

b) En normalvektor til linjen m, der star vinkelret pa linjen |, findes ved at tage tveervektoren til
en normalvektor til linjen | (der afleeses ud fra linjens ligning):

L (30— 4

n = N =

Da linjen m gar gennem cirklens centrum, bliver dens ligning:
—4-(x-2)+3:(y-(-1))=0 < -4x+3y+11=0

Skaeringspunkterne mellem denne linje og cirklen findes ved pa TI n’spire at lese de to

ligninger:

=
solve((x—2)2+(y+1J2=1OD and -4 x+3-y+ll=0,xy] x="4and y=-9 or x=8 and y=7 ﬂ‘

Dvs. at skaringspunkterne er (—4,-9) og (8,7)

2
Opgave 12: f(x) = 4—%

a) For at kunne bestemme arealet af punktmangden M, skal man ferst bestemme funktionens
nulpunkter, da de skal fungere som gvre og nedre greense i det bestemte integral, der svarer
til arealet (da grafen ligger over x-aksen). Dette gores pa TI n’spire ved:

2 Udfort =
/‘(x]:=4——
4
solve(f{x:lzo,x) x=-4 or x=4
4 54
j(x) dx 3
-4
| S
3/99
Dvs. at A, 0
=3
b) Det angivne rektangel har leengden 2x og bredden f (x), sa arealet af rektanglet er:

X gt
A‘ektangelzzx'f(x)=2X‘ 4—? :8X_§.X

Dvs. at arealet af det skraverede omrade er:

&kraveret = Aparabel i Aektangel i % —8Xx+ % ' X3 ; O<x<4
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Opgave 13: A(106,141,68) ; B(52,109,0) ; C(25,117,0) ; D(40,158,59) ; E(65,169,85) ;

a)

b)

F(25,297,100) ; G(87,25,85) ; 1(47,37,103)

En ligning for den plan a , der indeholder punkterne A, B og C, bestemmes ved at finde en
normalvektor for planen og et punkt i planen (hvor et hvilket som helst af punkterne A, B og C kan
valges).

Normalvektoren bestemmes ved farst at tage krydsproduktet af to vektorer, der udspaender planen:

106-25) (81 5225 27
CA=|141-117 |=| 24| CB=|109-117 |=|-8
68—0 68 0-0 0
24.0-68-(-8) 544
CAxCB=| 68-27-81.0 |=| 1836

81-(—8)— 24-27 —-1296

En vektor parallel med denne, men kortere (hver koordinat divideres med 4) benyttes som
normalvektor for planen:

136
n,=| 459
-324
Punktet B benyttes som punkt i planen, og dermed bliver ligningen:
a: 136-(x—52)+459-(y-109)-324-(z-0)=0 < 136x+459y—-324z-57103=0

f: 326x+75y—-135z =16925

Man kan aflaese en normalvektor for denne plan ud fra dens ligning, og sa kan vinklen mellem
planerne bestemmes som vinklen mellem deres normalvektorer:

COSsV = %
N, W”ﬂ‘
136 ) ( 326
459 |.| 75
| \ =324/ (135
V = COS =
136 | |( 326
459 ||| 75
324 | -135

136-326 + 459-75—324 - (135
cos™ ( ( ) J = cosl( el j =54,0223983662°
1362 + 4592 + 3242 . 3267 + 752 +135> /43481993278
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65-106 ) (-41 47-87) (-40
c) AE=|169-141|=| 28 | Gl =|37-25|=| 12
8568 17 103-85) | 18

Det undersgges, om de to vektorer er parallelle, ved at se, om deres krydsprodukt giver 0.

Dette gares pd TI n’spire ved:

-41 -41] =
ae:= 28 28
17 17|
-40 -40|
£=| 15 12
18 18 |
crossP(ae,gi) 300
58
628

Da krydsproduktet ikke giver nulvektoren, er de to vektorer ikke parallelle

Tagfladen AEIG er altsa ikke et parallelogram, og for at finde arealet er man derfor ngdt til at opdele

det i to trekanter AGI og AEI.
-41

Man har allerede AE =| 28 | og GI =| 12

17
To andre vektorer, der ssmmen med ovenstaende udspaender de to trekanter, er:
47-106 -59 106 -87 19
Al =|37-141|=|-104| GA=|141-25|=|116
103-68 35 68—85 -17

Arealet af tagfladen er s&: Ay = Tag + Tag :%-‘ﬁx@lh%-‘ﬁxﬁ‘

Det udnyttes, at to af vektorerne allerede er defineret, sa pa TI n’spire indtastes:

50 59|

ar=-104 -104
35 35 |

19 19 |
80=116 116
-17 '17_
kI:zcrossP(aeJa:') 2748
432

5916

k?:zcrossPI:g:'JgaJ -2292)|
-338

-4868)

0.5 [dotP(k1,k1) 3268.68413892

0.5 [dotP(k2,k2) 2695.59511055

3268.6841389159+2695.5951105461 5964,27924946

Dvs. at arealet af tagfladen er 5964 feet?
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Opgave 14: %:5,24—0,045.h , 0<t<48 Nart=0erh=50.

a) Veaksthastigheden nar barnet er 100 cm hgjt kan bestemmes ved indszttelse i
differentialligningen, da venstresiden netop angiver veaksthastigheden:
% =5,24-0,045-100=5,24-4,5=0,74

Dvs. at veeksthastigheden er 0,74 cm pr. maned.

b) En forskrift for h kan enten bestemmes ved at genkende differentialligningen som en
standardligning med den fuldstendige lgsning:
h(t) = 5,24 _C.e 00t _ 1048 _ .00t
0,045

Eller den fuldsteendige lgsning kan bestemmes pa TI n’spire:

deSolveli'=5.24-0.045 .Fr,.!‘,fr:’f

h=c3-10.95599748 1833:}f+ 116.444444444
Ud fra oplysningen om, at barnet fra fgdslen er 50 cm hgjt, kan man bestemme konstanten:

50 10;-8 —c-e 00— ¢=116,44-50 = 66,44

Dvs. at den sggte lgsning er: h(t) =116,44 — 66,44 -¢ ™!
Nar barnet er 100cm hgjt har man:

100 =116,44 — 66,44 -e %!

Denne ligning lgses ved indtastningen:

{ i
solvel 100=116.44-66.44 e 00457 |

t=31.0351532248
Dvs. at barnet ifglge modellen skal veere 31 maneder, far det er 100cm hgit.
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Opgave 15: f(x) =19 V- +1%05X+14400
a) Man kan bestemme maksimum for f ved at lave funktionsanalyse eller bruge en grafisk
lgsningsmetode, men man kan ogsa bemerke, at den uafhangige variabel kun indgar i
brakens teller, sa funktionen giver den starste verdi, nar kvadratrodens argument er stgrst
muligt. Udtrykket under kvadratroden er forskriften for en parabel med benene nedad (a-
veerdien er -1), sa dens stgrste veerdi er toppunktets y-veerdi:

(b* —4ac)

N L
_(1002—4-( )14400) 19 [67600 _
4

4-(-1) T 65
Da dette er halvdelen af bredden, er bygningen 76m bred pa det bredeste sted.
Hvis man ville have lgst det med en funktionsundersegelse, kunne man pé TI n’spire have
indtastet fglgende, hvor man farst finder ekstremumsstedet ved hjelp af den afledede
funktions nulpunkt, derefter med den anden aflededes negative fortegn det pagaldende sted
sikrer sig, at det er et maksimumssted, og endelig finder funktionsveardien det pagaldende

sted:

0<x<180

max

19
65

oo

- Udfort &
A =22 [ 24100- x+14400 aer

65

f i

P oah =50

solve| d IAx)) =O,x| X

1dx J
a2, -19
—2*f.x.3 =50 8450
dx
A50) 38 4

b) Da det er oplyst pa figuren (og da det kan kontrolleres, at f(180)=0), kan man pa TI n’spire,
hvor funktionen allerede er defineret, bestemme rumfanget af figuren ved:

180 32749920
T t:ﬂ:x}:*z dx 169
J o
180 608798.272649
T tfxiﬁ*g dx
0

Dvs. at bygningens rumfang er: V = 608798 m’
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31.maj 2012: Delpraven UDEN hjeelpemidler

Opgave 1: Udtrykket reduceres ved at anvende en kvadratsatning pa farste led og ophave en minusparentes
i andet led:

(p+0a) ~(p*~0*)-2pa= p*+0*+2pq-p* +q°~2pq =29°

Opgave 2: x* +x-30=0
Andengradsligningen kan lgses enten ved diskriminantmetoden eller ved at faktorisere.

Faktorisering:

Man skal finde to tal, hvis produkt er -30 og sum 1. Da produktet skal veere -30, er de mulige
heletal 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 og 30 (fortegn ikke medregnet). Da summen skal veere 1, har man:
X’ +x-30=0 < (x+6)(x-5)=0 < x=-6vx=5

Diskriminantmetode:
d =b*-4ac=1"-4-1.(-30)=1+120=121>0 dvs. 2 lgsninger

L _chEyd  -1+4121 _—1J_r11_{ 5

2a 2-1 2 —6

- (3 - (=2
Opgave 3: a:(zj 0g b:(Sj

Arealet af det parallelogram, som de to vektorer udspander, beregnes ved hjelp af
determinanten:

A:‘det(é,ﬁ)‘zug ;2H=\3-5—2-(—2)\:|15+4|:1=9
Opgave 4: F(x)=x°-e* +3.

Integrationsprgven anvendes til at finde ud af, hvilken funktion F er en stamfunktion til, sa F
differentieres, og der anvendes produktreglen:

Fi()=(x°)-"+x°-(e") +0=6x"-€"+x°-e" = f,(x)

Dvs. at F er en stamfunktion til fo(x)

Opgave 5: f(x)=4x7 g(x)=4x"* h(x)=4x""
Alle funktionerne er pa formen p(x) = 4x®.

Funktionen f har en negativ a-veerdi (-2), dvs. det er en aftagende funktion.
Dermed hgrer funktionen f til grafen C

Funktionen h har en a-veerdi mellem 0 og 1 (0,4), og dermed er det en voksende funktion, men
veeksthastigheden er aftagende. Dermed hgrer funktionen h til grafen B

Funktionen g har en a-veerdi over 1 (1,5), og dermed er det en voksende funktion med voksende
veaeksthastighed. Dermed hgrer funktionen g til grafen A
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Opgave 6: f(x)=a-x*+b-x?

J A(2,2)

| » (1)

Lokalt ekstremumspunkt i A(2,2).

Grafen gar gennem (0,0), men det kan ikke bruges til at bestemme a og b, da de forsvinder, hvis
man indsetter punktets koordinater i funktionsforskriften.

Men man kan bruge punktet A, der giver:
2=a-22+b-2> & 2=8a+4b

Dette er én ligning med to ubekendte, sa der mangler en ligning.
Denne bestemmes ved at udnytte, at punktet A er et ekstremumspunkt, dvs. nar x = 2 er den
afledede funktion O:

f'(x)=3a-x*+2b-x
£1(2)=0
0=3a-2°+2b-2 < 0=12a+4b

Sa har man to ligninger med to ubekendte, hvor a-verdien kan findes ved farst at treekke den
gverste ligning fra den nederste (lige store koefficienters metode, da der star 4b i begge
ligninger):
0=12a+4b
2=8a+4b

Indseettes at finde b:

}:>0—2=(12a+4b)—(8a+4b) © -2-4a & a-—

| e

2z8-(—%)+4b & 2=-4+4b & 6=4b & b=

HN
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Opgave 7: Fordeling af danske kommuners personbeskatning:

2007 |

2011 I !

22 24 26 28 %

Kvartilseettene afleeses ud fra de tre lodrette streger i selve boksene:

2007: (24,25% ; 24,8% ; 25,35%) 2011: (24,8% ; 25,3% ; 25,71%

Personbeskatningen er generelt steget fra 2007 til 2011, og mindst én kommune ligger nu mere
end 1% hgjere, end den hgjeste personbeskatning i 2007.
De midterste 50% af kommunerne ligger i 2011 tzettere end 1 2007.
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Opgave 8: A(11) B(5,3) Linjen | gar gennem punkterne A og B.

a)

b)

For at bestemme ligningen for | pa formen ax+by+c =0, skal man bruge en normalvektor

0g et punkt. Som punkt kan man bruge enten A eller B, mens en normalvektor bestemmes
ved farst at finde en retningsvektor og derefter finde en tveervektor til den:

. - (5-1 4
r=AB= =
3)-(e)
e
n=r=
4
Med udgangspunkt i punktet A er linjens ligning:
—2-(x-1)+4-(y-1)=0 < -2x+4y-2=0

Ligningen for parablen: y = x* —8x+13,5
Forst bestemmes koordinatseettet til parablens toppunk:

I (—%;—f—aj =T {_(2—?1) (8 ‘4"‘1'1’13’5J Ay (4;—%) =T (4;_3

Sa kan afstanden mellem linjen og parablens toppunkt bestemmes:
5

—2-44+4.| ——|-2
J(_z)gjzj ‘JJ%)' T

dist(T,1) =

Projektionen af parablens toppunkt pa | bestemmes ved at finde skaringen mellem | og den
linje m, der star vinkelret pa | og gar gennem parablens toppunkt.

Sa farst bestemmes en ligning for m. Da m star vinkelret pa I, kan man bruge I’s
retningsvektor som normalvektor for m, og da m gar gennem parablens toppunkt har man:

v

m: 4-(x—4)+2~(y+gj:0 & 4x+2y-11=0

Skeringen mellem de to linjer bestemmes ved at lgse de to ligninger med to ubekendte pa Tl
n’spire ved:

solve(-il- x+2-y-11=0and -2 x+4-_y—2=0,x,y) A

3
x=2 and y=—
2

Dvs. at koordinatszttet til projektionen af parablens toppunkt pa | er

4

VA VAP~ b
N | W
NS
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Opgave 9: AABC : |AB|=22,4 |BC| =12,8 |AC| =28,0
a) Der tegnes en skitse af trekanten:

A
22,4
28,0
B
12,8
C

Da man kender alle sidelengderne, kan en vinkel bestemmes ved en cosinusrelation:
_|AC| +|BC[* - |AB[

cos(ZACB) =
2-|AC|-|BC]|
2 2 2
/ACB = COS_1[28,0 g J:51,5141436299°
2-28,0-12.8

Da man nu kender en vinkel og leengderne af de to hosliggende sider, kan man finde arealet
med Y2-appelsin-formlen:

T % |BC|-|AC|-sin(£ACB) = % -12,8-28,0-sin(51,5141436299°) =140, 270915018

b) En skitse med hgjden og medianen fra B indtegnet:

A

14,0
El 28,0

22,4

B Dl14.0
12,8

C
Da trekant BCD er retvinklet, har man:

cos(C) = [(ER I ICD] = cos(51,5141436299°)-12,8 = 7,96571428571
[BC|

Saer:
|DE| =|CE|-|CD|=14-7,96571428571 = 6,03428571429
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Opgave 10: v=b-m?

Masse
0.025 0314 3.5 114
(kg) £ > ] ]
Hastighed
(mL/h) 72.85 529.40 2751,00 7079,40

v er hastigheden, hvormed blodplasmaet renses for medicin. m er forsggsdyrets masse.

a) Da det er potensvakst, indtastes tabellens veardier pa TI n’spire under ’Lister og regneark’

b)

med massen i liste A og hastigheden i liste B. Med ’Statistik’ = ’Statistiske
beregninger’—> ’Potensregression’, hvor liste A vealges som x-verdier og liste B som y-
veerdier, findes en forskrift for modellen, der gemmes under f1:

B ] D N ¢
=PowerRe
0.025  72.85Titel [Potensre. |
0.314 529.4RegEgn a*x*b
3.5 2751.a 1153.81..
11.4)  7079.4b 0.73952..
r 0.99911..
r 0.99955..
Resid {-2.5497... =
Di |=”Potensregr‘essicn" | 4 | »

Det bemaerkes, at lommeregnerens model har ombyttet a og b i forhold til vores model, sa
man har: a=0,739525803 og b =1153,810519

Et forsggsdyr pa 70kg svarer til m=70 (eller pa lommeregneren x=70):

H f1i70) 26707.4303329 ﬁ
Blodplasmaet i et forsggsdyr pd 70kg renses for medicin med hastigheden 26707mL/h

Nar blodplasmaet renses for medicin med hastigheden 5000mL/h er v=5000:

‘ solvel £1(x)=5000,x] X=7.26340652163 ﬁ‘

Dvs. at sa vejer forsggsdyret 7,3kg

Det er karakteristisk for en potensvaekst, at der er en fast procentvis &ndring i
funktionsverdien, nar den uafhangige variabel @ndres med en fast procentdel. Der geelder:

(1+r)=(1+r,)"

Da massen stiger med 20% har man:

r,=(L+1,)" —1=(1+0,20) "% 121, 20720 _1 _ 0,144343941221 ~14,4%
Dvs. at hastigheden stiger med 14,4%, nar massen stiger med 20%

Det kunne ogsa vare bestemt pa TI n’spire ved:

Fi(1.2 x)
filx)

0.144343%9412732 ﬁl
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Opgave 11: A(11,-13) B(8,26,12) C(12,22,0) D(12,0,0) E(-4,22,0) F(0,2612) G(0,-13)

a)

b)

For at bestemme en ligning for den plan, der indeholder A, B, C og D, skal man kende en
normalvektor og et punkt (som punkt kan ethvert af punkterne A, B, C og D benyttes). En
normalvektor bestemmes ved farst at finde krydsproduktet mellem to vektorer, der
udspaender planen:

12-12) (0 Tigazd (1
DC=| 22-0 |=| 22 DA=| -1-0 |=| -1
-0 3-0 3
22-3-0-(~1) 66
DCxDA=|22|x| -1|=| 0-(-1)-0-3 |=|0
0-(-1)-22-(-1)) (22
Sa veelges:
66) (3
n—a’=2—12- 0 (=0
22) |1

Med udgangspunkt i punktet D far man altsa:
3:(x-12)+0-(y-0)+1:(z-0)=0 < 3x+z-36=0

Planen B, der indeholder endefladen BCEF, er beskrevet ved ligningen 3y —z =66

Vinklen mellem to planer svarer til vinklen mellem normalvektorer til planerne, og da de
kan aflaeses af ligningerne for planerne fas:

3 0 — —
| z. n,-n
n,={0| n,=|3 cosv——ﬂ
1 -1 ", fn|
3)(0
0] 3
L) P 3-0+0-3+1-(-1)
v=cos?| 2~/ |=cos =
3 0 [3 4 0% +12 -\/02+32 +(_1)2
O 3
1 =1

-1
| . |
V1010
Den spidse vinkel er sa:
=180°-95,7391704773° = 84,2608295227°

Cos

=cos* (I—gj = 95,7391704773°

splds
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c) Dasidefladen ABCD ikke er et parallelogram, opdeles den i to trekanter, sa man kan
bestemme arealet ved hjeelp af krydsprodukter:

AABD :
-1 8-12) (-4
DA=|-1| DB=|26-0|=|26
3 12-0) (12
~1:12-3-26 90
i (e 1
TABD:E-‘DAXDB|:—- 3:(-4)-(-1)12 |==-] 0 |=
~1.26—(-1)-(-4) 30
%-\/(—90)2 +0° +(-30)" =47,4341649025
ABCD:

4 0
DB =| 26 DC =| 22

12
26-0-12-22 264
T = |DB><DC‘ {12 0-(4)0ol=1] o |-
—4.22-26-0 -88

%.\/(_264)2 +0% +(-88) =139,140217047
Avaco = Taac +Taco =186,57438195

P& TI n’spire kunne en selve arealberegningen vare udfert ved:

—

1 =
da:=|_q 1
_3 3_
3 -
dbi=| 5 26
112} [12]
s =
dc:= 29 29
| 0| L O]
0.5 JdotP|crossP(da, db),crossP(da,db)) 47.4341649025
0.5 JdotPcrossP(db, dc) crossp{db, dc)) 139.140217047
47.434164902526+139. 14021704741 186.57438195
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Opgave 12: ot =1,5—m-8 S(t) er saltmaengden (malt i kg) til tidspunktet t (malt i minutter).
+

Oplysning: Til tidspunktet t = 0 er saltmangden 30 kg.
a) Den fuldsteendige losning til differentialligningen bestemmes pa TI n’spire ved
indtastningen:

2
deSolve(s'=1.5— 0 s,.r_s)
100+¢

cl
s=————+0.5 (#+100)

(¢+100)2
Dvs. den fuldsteendige lgsning er:

c
S(t)=——+0,5-(t+100
(t+100)° ( )
Da man kender saltmangden fra start, kan man bestemme konstanten:

30=——+0,5:(0+100) < 30=——+50 < c=-20-10000=-200.000

(0+100) 10000

Den sggte lgsning er altsa:

sapﬂoooﬁo,s-(umo)

(t+100

b) Det tidspunkt, hvor saltmangden er 60 kg, bestemmes:

60 = ﬂ+015_(t+100)
(t+100)
Denne ligning leses pa T1 n’spire ved:
| 200000 - 1’
solveL60=—+0.5- (#+100) ¢
(++100)2
t=40.3162682809

Dvs. at der er 60kg salt i karret_efter 40,3 minutter
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Opgave 13: f(x) =6,5-sin(0,0849-x)+6
Lommeregneren skal sté til at regne vinkler i radianer, og sd kan f1(x) pa TI n’spire defineres til:
f1(x) :=6,5-sin(0,0849-x)+6, hvorefter der kan tegnes en graf i intervallet [0;38], s&

punktmangden kan identificeres:
F
15 ¥

Filx)=6.5 sin(0.085 x}é

:Ia. i . . i e i i e . i e i e i " i . i . i i e i JS

Den nedre granse er altsa 0 og den gvre 38, sa arealet af punktmaengden M kan bestemmes ved:

JSB 380.847456556 =
ﬂ(x:l dx H

0
Dvs. at A, =380,847

b) Overfladearealet af omdrejningslegemet er givet ved O = 2-7r-j038 f(x)- 1+(f '(x))zdx

Da funktionen allerede er defineret pa lommeregneren, kan det udregnes ved:

38 2545.63860436 A

- (/;(x)- 1+ i(n(x))]z

0

dx

Dvs. at loftlampens overfladeareal er 2545!(Scm2
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Opgave 14: Beholderen bestar af en kasse og en halvkugle, sa man har:

3)
b)

1 4.~

=V, =2r-2r~h+—-—-r3=4r2h+z~7r-r3
2 3 3

kasse

+V,

halvkugle

Vo

eholder

Nar beholderens volumen er 5, har man:
5=4.r? -h+2-7z-r3 N 4-r"--h:5—g-7z-r3 SN hziz—l-ﬂ'-l’
3 %) 4r° 6
Beholderens overflade bestar af en kasse, hvor der er fjernet en cirkel, men til gengeld lagt
en halvkugle oveni, sa man har:

il
Obeholder = Okasse - A%irkel o Ohalvkugle =2 Akassebund 28 Akassesider Ty Akirkel + E i Okugle =

2-2r-2r+4-2r-h—7r-r2+%-4-7z-r2:8r2+8r-(f—2—1'ﬂ-rJ—7r-r2+2-n-r =
r

6
a2+ 0 2 ey 22t g2 Z g :E+(8—£j-r2
r 3 r 3 r 3

Den r-veerdi, der giver det mindste overfladeareal, nar 0 < r < 50 bestemmes grafisk ved at
indtaste funktionsforskriften under grafer , tilpasse vinduet sa grafen ses, og endelig finde
minimumsstedet ved *Underseg grafer’= ’Minimum’ og graenserne valgt pa hver sin side af
det sted, hvor minimum ses at veere:

50

18000 ¥ 10

akser
10
Filx)="2+s-Z | x2
x 3
0.896,16.7

(0.896,16.7) . x
2 50 0.2 5

Det farste vindue viser, at funktionen ikke far flere lokale minima inden for omradet, mens
det lille vindue viser minimumspunktet.
Sé& man har, at overfladearealet bliver mindst muligt, nar r = 0,896

Det kunne ogsé have veret lost under ’beregninger’ pa TI n’spire ved:

;{x:l:: . x2+£ Udfﬂ?"f

X

i) |

T
g——
3

sowe(iwxn=o,x)

x=0.895521663788

2 41.7168146928
“—{Ax))x=0.89592166378836

dx2

Da den anden afledede er positiv det sted, hvor den farste afledede har nulpunkt, er det et
minimumssted.
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Opgave 1: tangiver tiden malt i antal ar efter 2004 ; 0<t<6
E angiver elforbruget til fjernsyn i Danmark malt i GWh pr. ar.
Da elforbruget i perioden vokser med et fast tal 82 om aret, er der tale om en lineaer model, og
med en begyndelsesveerdi pa 765 giver det:
E(t)=82-t+765

Opgave 2: f(x)=3x*-4x+8 P(2,f(2))
For at kunne bestemme ligningen for tangenten til grafen for f i punktet P skal man kende
punktets koordinater og tangentens haldning.
Forst bestemmes punktets y-veerdi:

f (2):3-22 -4.2+8=12

Differentialkvotienten i punktet angiver tangenthaldningen:
f'(x)=6x—-4

f'(2)=6-2-4=8

Dvs. tangentligningen er:

y-12=8:(x-2) < y=8x-4

Opgave 3: Trekant ABE er retvinklet, si man har:
|AB[" =|AE[ +|BE["

|AB| =12 +5 =144+ 25 =169 =13

Skalafaktoren, nar man gar fra den lille trekant ABE til den store ACD, der er ensvinklede
trekanter, da de deler en vinkel og begge desuden har en ret vinkel, bestemmes ved:

D] 18 _3
|AE| 12 2
Sder:

|FC|:2-|CD|:2-k-|BE|:2-g-5:1=5

Opgave 4: x> +2x+y>—4y =4
Cirklens ligning omskrives, sa radius og centrums koordinater kan aflases:
X2 42x+y —4y=4 o (x+1) +(y-2) =4+ +22=9=3
Dvs.r=30g C(-12)
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Opgave 5: I
2x° +3

Dette ubestemte integral bestemmes ved integration ved substitution:
t=2x"+3
dt

dx
dt =4x-dx
Ovenstéende indsattes, sa integrationen kan forega med hensyn til t:

dx _J' dt=Inft|+k = In(2x +3)+k

dx

8 Ax

I 28 +3 ARY W Ard
(Numerisktegnet fjernes, da udtrykket i parentesen er positivt)

Opgave 6: Den tegnede funktion skal opfylde fglgende fremhaevede betingelser:

-~

wnmlr

Lokalt
maksimum

f1(x)=flx)
Voksende Aftagende

L ~J"°/

2N\ 2

Y | VA NI
4 -1 \ \ 5
e Voksends

Lokalt
minimum
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Opgave 7: a) For at kunne tegne en sumkurve beregnes farst intervalfrekvenser og kumulerede

intervalfrekvenser. Den farste sgjle bestar af de hgjre intervalendepunkter, og der er indfart en
ekstra reekke til 0%-fraveer:

Fraveeri % Antal elever Frekvens Kum. Frek.

0 0 0,0% 0,0%

5 101 17,7% 17,7%
10 262 46,0% 63,7%
15 122 21,4% 85,1%
20 63 11,1% 96,1%
25 22 3,9% 100,0%

Samlet antal elever: 570

Eksempel pa beregning (intervallet 15-20): Frekvens: f = % R 11,1%

Kumuleret frekvens: f, =17,7%+46,0% + 21,4% +11,1% = 96,1%

| Excel tegnes sumkurven sa ved at indsatte et xy-diagram, hvor punkterne er forbundet af
rette linjestykker:

Gymnasiefravaer

100,0% *

90,0%
80,0%
70,0%
60,0%

«
g

5

=

=

3

I

£ s00% /
T 40,0% /
3

3 30,0%

E yd

S 20,0%

10,0%
0,0%

(4] 5 10 15 20 25

Fravasrsprocent

b) Kvartilsettet afleeses ved at ga vandret ind fra 25% (nedre kvartil), 50% (median) og 75%
(ovre kvartil), mens den kumulerede intervalfrekvens svarende til 12% fraveer bestemmes ved
at ga lodret op fra 12% pa farsteaksen:

Gymnasiefraveaer

e

100,0% . 4
90,0% | //
80,0%

70,64

60,0% -

50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0% /
oo 0 55'7 8.5 10 12!6 15 20 25

Fravarsprocent

Dvs. at kvartilsaettet er (5,7%, 8,5%, 12,6%
Da 100%-71% = 29%, har 29% af eleverne over 12% fraveer

Kumuleretintervalfrekvens
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Opgave 8: AABC: |AB|=125 |AC|=10 |BC|=17

Enhed: cm

a) Da man kender leengden af alle siderne i trekant ABC, benyttes cosinusrelationerne til at
bestemme vinkler:

_ |AB[ +|AC[" -|BC[

Ccos A
2-|AB|-|AC]|
2 2 2
A=cost| 122 #0717 o7 55738030060
212.5-10

b) /ECD=185°> |DE|=35  ZDEC=64°

| trekant CDE kender man to vinkler og en side, sa det er sinusrelationerne, der skal
anvendes til at bestemme flere sidelaengder:

G0 g __IDE| By o MPCE| i oec)
sin(£DEC) sin(ZECD) sin(£ECD)

ICD|= ﬂ -sin(64°) =9,91406554725cm ~ 9,9cm
sin(18,5°)
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Opgave 9: m(t)=b-a' ;ter tidspunktet malt i ar efter 2008. m er arlig global mobil datatrafik (i exabyte).

Arstal 2008 2009 2010 2011

Arlig global mobil datatrafik (exabyte) 0,48 1,08 2.84 7.16

a) Variablen star som eksponent, sa der skal anvendes eksponentiel regression i Maple. Det
bemaerkes, at tidspunktet angives i antal ar EFTER 2008.

restart

with(Gym) :

Tid = [0,1, 2, 3]:

Datatrafik == [0.48, 1.08, 2.84, 7.16] :

m(t) = ExpReg(Tid, Datatrafik, t) :

m(t) =0.461942156964632 2.47794118464703"
Dvs. g=2.4779 0g b =0.46194

b) Ar 2014 svarer til t = 6, s& man har:

m(6) =106.938370338937

Dvs. ifglge modellen vil den arlige globale mobile datatrafik i 2014 vere 106,9 exabyte.

Da man kender fremskrivningsfaktoren a, kan man bestemme den arlige veekstrate:
r=a-1=2,477941185-1=1,477941185 ~148%

c) Fremskrivningsfaktoren benyttes ogsa til at bestemme fordoblingstiden:
_In(2) In(2)
* In(a) In(2,477941185)

=0,763859109

Dvs. at fordoblingstiden er 0,76&r
Dvs. at for hvert 0,76ar, der forlgber, fordobles den globale arlige mobile datatrafik.
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I TI n’spire:
Modellen er en eksponentiel udvikling, sa for at bestemme funktionsforskriftens konstanter
indtastes tabellens vaerdier (Arstallene dog som antal &r EFTER 2008, dvs. 0, 1, 2 og 3) under
’Lister og regneark’ pd TI n’spire med arstal i liste A og drlig global mobil datatrafik i liste B.
Med ’Statistik’—>’Statistiske beregninger’ = ’Eksponentiel regression’ og a[] som x-liste og b[]

som y-liste bestemmes en forskrift, der gemmes under f1:

B C D B 2
=ExpReg(;
0 0.48 Titel Ekspone..
1 1.08 RegEgn a*b”x
2 2.84a 0.46194..
3 7.16b 2.47794..,
r 0.988735..
r 0.990936..
Resid  {0.01805.. &
D71 |="Eksponentiel regression" 4 ?‘

Det bemaerkes, at lommeregneren har byttet om pa konstanterne a og b, sa man har:
a=2,477941185 og b=0,461942157

b) Ar 2014 svarer til t = 6, og da modellen er gemt under 1 indtastes:

‘ fiie) 106.938370345 ﬁ
Dvs. ifglge modellen vil den arlige globale mobile datatrafik i 2014 vere 106,9 exabyte.

Da man kender fremskrivningsfaktoren a, kan man bestemme den arlige veekstrate:
r=a-1=2,477941185-1=1,477941185 ~148%

c) Fremskrivningsfaktoren benyttes ogsa til at bestemme fordoblingstiden:
_In(2) In(2)

?“In(a) In(2,477941185)

Det kunne ogsa have varet bestemt ved indtastningen:

‘ solvelf1(x)=2' f1(0)x] x=0.763859109435 ﬁ”

=0,763859109

Dvs. at fordoblingstiden er 0,76ar
Dvs. at for hvert 0,76ar, der forlgber, fordobles den globale arlige mobile datatrafik.
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Opgave 10: 0(0,0,0) ; A(80,-50,125) ; B(0,0,150) ; C(0,300,150) ; D(80,350,125) ; E(0,300,0)

Ligning for plan indeholdende frontfladen OADE: —25x+16z =0

a) Vinkler mellem planer svarer til vinklerne mellem deres normalvektorer. Man kender en

normalvektor til frontfladen:
-25

Noaoe = 0

16

En normalvektor til endefladen OAB bestemmes ved at finde krydsproduktet mellem to
vektorer, der udspander endefladen:

80-0 80 0-0 0
OA=|-50-0 |=|-50 OB=| 0-0 [=| 0
125-0 125 150-0 150
-50-150-125-0 —7500
OAxOB =| 125-0-80-150 |=|-12000
80-0—(-50)-0 0
Som normalvektor vaelges sa en vektor parallel med denne, men kortere:
5
@ =|8 (koordinaterne er divideret med -1500)
0

S& kan en af vinklerne mellem normalvektorerne bestemmes:

CoSV = Noape *MNoas

‘nOADE ‘ J ‘nOAB ‘

V= cosl[ —25:5 + 06 R J — cos™ (ij ~116,513134062°
252 + 0% +162 - /52 +82 + 02 /881-4/89
V., =180°—116,513134062° = 63, 4868659376°

Da det var den spidse vinkel, der blev spurgt om, beregnes den i sidste skridt.
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b) Frontfladen kan bygges op af de to trekanter OAD og ODE, og arealet af den kan sa
bestemmes ved at udregne arealet af hver af trekanterne:

80 80 0
OA=|-50| OD=|350 OE =| 300
125 125 0

Afrontflade = TOAD + TODE = % : ’&\.X CT)" - % . ’(Tj X Cf| =

-50-125-125-350

350-0-125-300

%- 125.80-80-125 +£- 125.0-80-0 | =
80-350—(—50)-80 80-300-350-0

i -50000 ] —37500

N 0 + —- 0 =

2 2
32000 24000

% -\/50000% + 0% + 320007 + % -\/375002 + 02 + 240002 =

29681,6441593 + 22261,2331195 =51942,8772788

Dvs. at arealet er 51943cm?

X 0 16
c) |y|=| 0O |+t-] 60 ;teR
z 150 -25

Skeringspunktet mellem denne linje og frontfladen bestemmes ved at indseette linjens

koordinater i planens ligning:
—25-(16t)+16-(150-25t) =0 <

—400t + 2400-400t =0 < 800t=2400 < t=3
Denne veerdi indsattes i parameterfremstillingen:

x) (0 16 ) (48
y|=| 0 |+3-] 60 |=|180
z) (150 —25) | 75

Dvs. at den centrale del af lysstralen rammer frontfladen i punktet (48,180,75)
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Opgave 11: Parablen indleegges, sa toppunktet ligger pa y-aksen, der dermed fungerer som symmetriakse:
150 Tr
1
300 0] 1 '_EI:I;
-160 160

Ligningen for parablen har formen:
y=ax’+bx+c

Toppunktets farstekoordinat er 0, dvs. ;—b =0 > W-0
a

Da grafen skarer y-aksen i 120, er ¢ =120

Punktet (160,0) kan nu bruges til at bestemme a-veerdien:
y=ax’+bx+c
120 3

0=a-160°+0-160+120 < a=- >
160 640

Dvs:

y = —i'x2 +120
640
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Opgave 12: a(t) = 16900 + 1200 ; 0<t<140

(t—68)° +400 (t-93)°+18
t er tidspunktet malt i ms og a er farerdukkens deceleration i m/s?.

a) For at kunne tegne grafen defineres funktionen forst pa TI n’spire ved:
16400 1480

a(x]:— +
)2 )

|02x<140

(x-68)%4+400 (x-93)%+18

Udfert
Sa tegnes grafen og vinduet justeres, sa hele grafen kan ses. Den maksimale deceleration
bestemmes ved *Undersog grafer’ > Maksimum’, hvor granserne placeres pa hver sin side
af det sted, hvor man kan se, at maksimum befinder sig:

100 ¥

(92.9,98.3)

x
5 14

Dvs. at den starste deceleration er 98,3m2

S
Det kunne ogsa have varet fundet ved hjalp af de afledede funktioner, hvor der dog viser sig
at veere tre lokale ekstrema, der derfor med den anden afledede skal undersgges for, om de er
maksimum (negativ anden afledet) eller minimum (positiv anden afledet), hvorefter det skal
undersgges, hvilket af de to lokale maksima, der er globalt maksimum:

d X=68.9851639834 or x=80.8793488047 or x=92.9140744256 1
solve d—(a(x))=0,x
X

& -0.177939560836
——[alx])}x=68.98516398336

dx2

& 0.296678272829
= alx])x=80.879348804734

dx2

& -9.06824419294
=l alx))]x=92.914074425¢

dx?
al68.9851639834) 43,3893576801
al92.9140744256) 98.2557402242

14

Sl = [ (a(t))”” dt = 982848

140 982847 712787 2
alx 2.5 dx
(alx]

Udregningen er foretaget pa TI n’spire ved: 0
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Opgave 13: f(x)=2-sin(0,05-7-x—0,5-7)+2

a) Da det er en trigonometrisk funktion, skal man regne i radianer.
Sa indtegnes funktionen pa T1 n’spire:
ﬁg_n

5y

f1(x)=2 sin(0.05 1 x-0.5 T}+2

b) Da funktionen nu ligger som f1, bestemmes rumfanget af omdrejningslegemet pa TI n’spire
ved (igen skal man sikre sig, at lommeregneren regner i radianer):

40 753.982236862 -
e (ﬁ(xnz dx
0

Dvs. at: V =753,98

c) Da det er et omdrejningslegeme, vil tveersnittets kant vaere cirkelformet.

Radius i cirklen svarer til funktionens maksimum, og da sinusfunktionens
maksimumsveerdi er 1, har man:

r=f . =21+2=4
Aiceps.max = 717 = - 4% =167 ~ 50, 2654824574
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Opogave 14: d—m:L—i-m ; m(t) er veegten i kg ; t er tiden i dagn ; k er kostindtag i kcal/dagn.
dt 7000 7000

a) Det er oplyst, at veegten er 85 kg, dvs. m = 85, og kostindtaget er 3300 kcal/dagn, dvs.
k=3300. Dermed kan vaksthastigheden bestemmes:

Om 2200 _ 4. § 035574
dt ~ 7000 7000

Dvs. at personen taber sig med 0,039kg pr. degn med dette kostindtag.

b) Den nye person vejer 87 kg til t = 0.

Den fuldstendige losning til differentialligningen bestemmes pa T1 n’spire ved:
' 42 "

mLm

deSolve|m'= -
| 7000 7000

—3t
Dvs. man har: m(t) = %+c-e500

Konstanten ¢ udtrykt ved k bestemmes:
p || i [
|' -3-0 1h-3654)

solvel 87=c- e +—.C

Dvs. man har:
-3t
k —3654 g0

k
m(t) = — —
=2 42

c) Hovis personen efter 100 dagn skal veje 80 kg, skal kostindtaget veere:

go_ K _Kk=3654 =5
42 42
Denne ligning lgse ved indtastningen:
|' -3-100 |
k k-2654
_ . 500 k
42 42 J

k=3002.28745074
Dvs. k =3002 (svarende til at kostindtaget er 3002 kcal pr. degn)

so]vell80=
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7. december 2012: Delprgven UDEN hjzelpemidler
Opgave 1: éz(fj 5:@]

Begge vektorer er egentlige vektorer, da de uanset vaerdien af t har mindst én koordinat
forskellig fra nul. S man har:

i | _ 3
alb < det(a,b):O o ‘t 8‘:0 SN -4 ~ t=12

Opgave 2: p(x) = x* —10x + 24
Parablen skarer farsteaksen de steder, hvor p(x) =0, sa man skal lgse andengradsligningen:

0=x*-10x+24

1. metode: Faktorisering.
Man skal finde to tal, hvis produkt giver 24 og sum -10. Da produktet skal veere 24, er de
mulige hele tal 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 og 24 (fortegn ikke medregnet). Da summen skal veere -10,
ma det vere tallene -4 og -6, sd man har:

0=x"-10x+24 < (x-4)(x-6)=0 < x=4vx=6

2. metode: Diskriminantmetoden.
d =b?—4ac =(~10)° —4-1.24=100-96=4> 0 dvs.2 Igsninger

_-bxyd _—(-10)£v4 102 ={6

2a 21 2 4

Opgave 3: Da trekant ABC er retvinklet, giver Pythagoras:
|AB|" =|AC[ +|BC| < |BC[ =|AB[ -|AC|
IBC|=+/5? -32 =/25-9 = /16 =

For at kunne bestemme lzengden af siden DF, skal man udnytte, at de to trekanter er ensvinklede,
saledes at forholdet mellem par af ensliggende sider er det samme for alle tre par. S4 man har:

IDF| |DE| |DE|
w=m |DF| |AC| |AB| —5 10

Opgave 4: f(x)=3x’+6x P(1,2)
Ved ledvis integration bestemmes den form samtlige stamfunktioner er pa:
F(x)=x*+3x" +k
Punktet indsattes for at bestemme k-veerdien:
2=+314k & 2=4+k < k=-2
Dvs. at den sggte stamfunktion er:
Fo(x)=x*+3x*-2
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Opgave 5: %:yT_l ;x>0 P(2,7)

For at bestemme ligningen for tangenten til grafen for funktion f, der er en lgsning til
differentialligningen, i punktet P, skal man kende rgringspunktet koordinater og tangentens
heldning. Punktets koordinater er allerede angivet, og tangentens haeldning bestemmes ved at
indseette punktets koordinater i differentialligningen:

dy 7-1 6
a=—=——=—=3

dx 2 2
Dvs. at tangentens ligning bliver:

yf =3(x-2)/ & }=3x+1

Opgave 6: f(xX)=In(x)—x+3 ; x>0
Monotoniforholdene bestemmes ved farst at finde nulpunkter og fortegn for den afledede
funktion og derefter tegne et fortegnsskema:

Fix)=2-1
X
. 1 1
f'E)=08&p +-1=0 < ==1 & x=1
X X
(1 il
f 5 =——-1=2-1=1>0 dvs.f er voksende

)

f'(2)=l—1:—1<0 dvs.f er aftagende
2 2

X 0 1
[ }
f(x)id + 0 -
f(x) id / \
Sa:

f er voksende i intervallet 10;1]
f er aftagende i intervallet [1;o0]

Man kunne ogsa have erstattet fortegnsskemaet med en undersggelse af den anden afledede, der
skal vise om stedet x = 1 er lokalt maksimum eller minimum:

f'(x)=§—1

f'(x)=0 < %—1:0 S %zl & x=1

f"(x) = —X—12

f%x)= —iz =-1<0 dvs.maksimum
1


http://www.szymanskispil.dk/

SPORGSMAL

Lesningerne er hentet pa www.szymanskispil.dk Quizspillene ASRAM, MIR og SPORTSNZRD

7. december 2012: Delprgven MED hjaelpemidler

Opgave 7: C(-1,4) P(2,8)
a) Cirklens ligning kan opskrives, nar man kender radius og centrums koordinater. Centrum er
kendt, sa det er kun radius, der skal bestemmes.
Da cirklen med centrum i C gar gennem punktet P, er radius givet ved:

r=|CP|=(2-(-1))’ +(8-4) =V +4* =/Z5-5
Dvs. at cirklens ligning er:
(x=(-2)) +(y-4) =5 < (x+1)+(y-4) =25

s ()

Skaringspunkterne mellem linjen og cirklen bestemmes ved at indseette linjens koordinater
udtrykt ved t pa x og y’s plads i cirklens ligning:

(F3+1+1)° +(15+7t-4)25 < F2+t) +(147t) =25"S
A+1? — 4t +121+49t* +154t =25 < 50t° +150t+100=0 <
t’4+3t+2=0 < (t+2)-(t+1)=0 < t=-2vt=-1

Ligningen kunne naturligvis ogsa veere lost med ’solve’ pa lommeregneren.

Nu indseettes t-veerdierne i linjens ligning:

o W N B
=+ () G-

Dvs. at skaringspunkterne er (-5,1) og (—4,8)



http://www.szymanskispil.dk/

N \_4

S
DALR
= =
% - s
BV

e e
o [
= .

Lesningerne er hentet pa www.szymanskispil.dk Quizspillene ASRAM, MIR og SPORTSNZRD

Opgave 8: a) Hvis man vil finde kvartilsattet for det systoliske blodtryk for mandene i handen, skal

observationerne opskrives i reekkefglge efter starrelse:
119 119 120 120 120 121 121 122 122 123 123 123 127 127 127 128 129 129 129 129
Da det er et lige antal observationer bestemmes medianen som gennemsnittet af de to midterste
observationer:
_123+123 193
Den nedre kvartil bestemmes som medianen af den farste halvdel (igen et lige antal
observationer):

119 119 120 120 120 121 121 122 122 123 Q, =_12°;121

=120,5
Den gvre kvartil bestemmes som medianen af den anden halvdel (igen et lige antal
observationer):

123 123 127 127 127 128 129 129 129 129 =

27,5

Den mindste observation er 119 og den hgjeste 129.

Disse observationer kan bruges til at tegne et boxplot, men det kan ogsa geres pa TI n’spire ved
forst at indskrive de to observationer (reekkefolgen er ligegyldig) under ’Lister og regneark’.
Det er vigtigt at navngive sgjle A til f.eks. som her ”Blodtrykm”

Med *Menu’ (héandholdt) eller Vaerktejerne (computer) vaelges *Statistik’ = ’Statistiske
beregninger’ = ’Statistik med 1-variabel’. Antal lister: 1. X1-listen er a[] og frekvenslisten er 1:

blodtry..

=0neVar(:
118 Titel Statistik ...
129% 123.9
120 Zx 2478,
1212%2 307294,
122/sx := Sn-.. 3.76828..
129\0x = on.. 3.67287..
122n 20,
127 MinX 119,
123 QX 120.5
119 MedianX.. 123,
120 Qs 127.5
123 Maxx 129,
127 55K =% 269.8
128
129 =
Fi3 | [4]»

(bemeerk at der mangler 15 raekker i bunden).
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Alternativ made at anvende listen:

Opskriv vardien af en observation i liste A og antallet af den pageldende observation i liste B
(der sa skal bruges som frekvenssgjle):

Der veelges sa praecis samme indtastninger indtil sidste skridt, hvor:

X1-listen er a[] og frekvenslisten er b[]:

blodt B ] D E E G H H 2
=0OneVar(z
119 2 Titel Statistik ...
120 3x 123.9
121 22x% 2478,
122 2% 307294,
123 3/sx .= sn-..|3.76828..
127 3/ox ;= on.. [3.67287..
128 1n 20,
129 AMinX 119,
QiX 120.5
MedianX.. 123.
QsX 127.5
Maxx 129,
SSX :=Z.  269.8 |
™
Fi13 | 4] :i

For at tegne et boxplot velges nu pa en ny side Diagrammer og statistik’, hvor *Blodtrykm’
tilfgjes pa forsteaksen.
Under ’diagramtyper’ vaelges nu ’boxplot’, og man far:

I T T T T T T T T T T
118 118 120 121 122 123 125 126 127 128 129

24
blodtrykm
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Indtegnet i samme koordinatsystem far man sa:

Sygtolisk
blogtryk for
magnd

Systqglisk
— i blodtyyk for
kvinder
r T T T T T T T T T T T T T T
15 M6 117 [ 118 119 120 =™ 122 123 24 125 126 127 128 129
® blodirykm

b) Kvinder har generelt lavere systolisk blodtryk end mand. Mere end 25% af kvinderne har et
blodtryk, der er lavere end det lavest registrerede hos mand, og halvdelen af alle kvinder (angivet
ved medianen) har — hvis undersggelsen er repreesentativ — lavere blodtryk end de 75% af
mandene, der har hgjest blodtryk. Mere end halvdelen af alle mandene (angivet ved medianen)
har et hgjere blodtryk end de 75% af kvinderne med lavest blodtryk.

Desuden kan det bemeerkes, at mindst en enkelt kvinde ligger noget leengere fra kvindernes
normal, end nogen mand ligger fra meendenes normal.
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Opgave 9: a) Opgaven lgses med Maple:

a)

restart

with(Gym) :

Da modellen hedder f(x) = 5+ anvendes potensregression:
Veegt == [0.3,2.4, 6.4, 13,293, 51.8,59.6]:
Hvilestofskifte == [ 28, 135, 293, 520, 956, 1394, 1591 :

f(x) == PowReg(Veegt, Hvilestofskifte, x) -

F(x) =70.5119922116953 x0-764625718223876

Man kan aflese ud fra forskriften, at:
a=0.7646257 og b =70.51199

b) En veegt pa 20kg svarer til x = 20, ¢4 man udregner:
F(20) =696.729148365850

Dvs. hvilestofskiftet for et 20 kg tungt pattedyr er ifelge modellen 697 keal

dogn

c) Da det er potensveekst er sammenhangen mellem den procentvise &ndring i uafhaengig (x) og
afhangig (y) variabel givet ved:

(141,)=(1+r)’

S& man har:
r,=(1+r) —1=(1+0,15)"""" —1=1,15°™*7 _1 - 0,112784656 ~11,3%

Dvs. at hvilestofskiftet gges med 11,3%, nar vagten gges med 15%.

I n’spire loses opgaven ved:
f (x) =b-x* ; xervegten af pattedyrene malt i kg ; f(x) er hvilestofskiftet malt i kcal/dagn.

Veegt (kg) 03 | 24 | 64 13 | 293 | 51,8 | 59.6
Hvilestofskifte (kcal/degn) 28 135 | 293 | 520 | 956 | 1394 | 1591

Da modellen er potensveekst, indtastes veerdierne pa TI n’spire under ’Lister og regneark’ med
vaegten i liste A og hvilestofskiftet i liste B. Der veaelges ’Statistik’—>’Statistiske
beregninger’—> ’Potensregression’, og som x-vardier veelges liste a[] og som y-verdier liste
b[]. Resultatet gemmes som f1:

B . ] B =

=PowerRe

0.3 28 Titel |Potensre...|

2.4 135/RegEgn  a*x"b

6.4 293a 70.5119..
13 520b 0.76462..
29.3 956 r2 0.99971..
51.8 1394 r 0.99985..
58.6 1591 Resid {-0.0838..
ResidTra..{-0.0029..

Di |=“Potensmgression" ‘ 4 | FE‘”
Da lommeregneren har byttet om pa a og b i forhold til modellen, har man:
a=0,76462572 og b =70,5119922
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b) Da modellens funktionsforskrift er gemt som f1, kan man finde hvilestofskiftet for et dyr pa 20kg
ved indtastningen:

H f120) 696.729148358 %H

Dvs. at et dyr pa 20kg ifalge modellen har et hvilestofskifte pa 697 kcal/dggn

c) Kan lgses som vist ovenfor, eller man kunne ogséa have fundet det ved pa TI n’spire forst at udregne
brgken, hvor naevneren bestar af funktionsvardien til en vilkarlig x-veerdi, og teelleren bestar af
funktionsverdien til en x-verdi, der er 15% starre end den vilkarlige x-veerdi:

fr(1.15-x)_1 0.112785 j
f1ix] H

Opgave 10: AABC: ZA=48° |AC|=13 |BC|=10 ZB>90°
a) En skitse af trekanten tegnes:

A

13 B (stump vinkel)

C

Nu skal leengden af sidestykket AB bestemmes:

Metode 1. Cosinusrelation:
En cosinusrelation giver fglgende ligning:

|AC|* +|AB[’ —-|BC[*

2-|AC|-|AB|

13 +|AB[* ~10?
2-13:|AB|

Denne ligning loses pd TI n’spire ved:

CoOsA=

cos(48°) =

132+ab%-102 N
solve cos(48)=—,ab

213 ab

ab=6.11657765814 or ab=11.2808181072
Ligningen har to lgsninger (den kan omskrives til en andengradsligning), og man skal sa bruge
oplysningen om, at vinkel B er stump, til at vaelge mellem de to lgsninger.
Da B er stump, er der mindre end 90° tilbage til vinklerne A og C. Da vinkel A er 48°, er vinkel C
altsd mindre end 42°, og dermed er vinkel C den mindste af de tre vinkler. Derfor ligger vinkel C
over for den korteste side, og dermed kan lzengden af siden AB altsa ikke vere 11,3, da denne side sa

ville veere lengere end siden BC.
Altsd er |AB| =6,11658
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Metode 2. Sinusrelationer:
Man kan ikke direkte bestemme leengden af siden AB med sinusrelationerne, da man ikke kender
vinkel C, men vinkel C kan bestemmes, hvis man farst finder vinkel B:

sin B _ sin A

|AB| |BC]|

sinB i sin(48°) - sin(48°) St
13 10

in(48° in(48°
B =sin™ (M-BJ v B =180° —sinl[MlBj &
10 10

B =75,036003707013° v B =104,96399629299°

Da B er stump, er det den anden af de to vinkler, der er den rigtige.
Og sa kan vinkel C bestemmes:

180°=A+B+C

C =180°-48°-104,96399629299° = 27,036003707°

Dvs:

128 I8 gy [BCL e

sinC sinA sin A

|AB| = _L-sin (27, 036003707°) =6,11657765814
sin(48°)

b) Man har nu falgende figur:
A

13 B
D

10
C

Hvis man har brugt metode 1 (cosinusrelationsmetoden), kender man ikke vinkel C, men den kan
bestemmes med sinusrelationerne ved at inddrage vinklerne A og C og de to modstaende/tilhgrende
sider.
Metode 2 (sinusrelationsmetoden) gav undervejs vinkel C, og dermed kan man nu udnytte
kendskabet til arealet af trekant BCD til at bestemme lzengden af siden CD:
il . 2-T
T..o =—-|BC|-|CD|-sin(C) < |CD|=——22 —
ICD|=—— £~
10-sin(27,036003707°)

= 3,95995775524
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Opgave 11: P(t)=60,297-10°-1 031"
t er tiden malt i ar efter 1950 ; P(t) er den arlige globale COz-udledning malt i tons.
a) Modellen er en eksponentiel udvikling med begyndelsesveerdi 60,297 -10° og
grundtal/fremskrivningsfaktor 1,031.
Sa konstanten 60, 297 -10° forteeller, at der i 1950 blev udledt 60,297 -10°tons CO,

Konstanten 1,031 fortzller, at udledningen af CO, er steget med 3,1% om aret siden 1950.

b) N(t)=6,72-10"-t+2,594-10° ; N(t) er befolkningstallet i verden til tiden t.

Lad Ue(t) veere den gennemsnitlige arlige CO-udledning pr. person til tiden t.
Denne starrelse udregnes ved at tage det samlede udslip og dividere med antallet af
mennesker, dvs. modellen bliver:

U ()= P(t)  60,297-10° -1,031"
F N(t) 6,72-10" -t+2,594-10°
Ar 2012 svarer til t = 62, s& man har:
9 62
U, (62) - 60, 2977 10° -1,031 :
6,72-10" -62+2,594-10
Dvs. at i ar 2012 var den gennemsnitlige arlige CO2-udledning pr. person ifglge modellen 59,2 tons

=50, 2052963647
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Opgave 12: O(0,0,0) A(7,3,0) B(116) C(-5130) D(180) E(4,23) F(-154)

a)

b)

For at bestemme en ligning for den plan o, der indeholder sidefladen ODE, skal man kende et punkt
i planen og en normalvektor for planen. Som punkt kan man bruge et hvilket som helst af punkterne
O, D og E, mens man kan finde en normalvektor ved farst at finde krydsproduktet mellem to
vektorer, der udspander planen:

1 4
OD=|8| OE=|2
0 3
8-3-0-2) ( 24 24\ (-8
ODxOE =| 0-4-1.3 |=| -3 E:—l-ﬁxﬁ?l- 3 |=|1
1.2-8-4) (-30 3 3|30) |10

Som normalvektor er valgt en vektor modsatrettet det udregnede krydsprodukt og en tredjedel sa
lang. Med denne vektor og punktet O som udgangspunkt far man:

a: —8-(x-0)+1-(y-0)+10-(z-0)=0 < -8x+y+10z=0

Farst bestemmes afstanden fra punktet F til planen c.
-8-(-1)+1-5+10-4] 53]

diSt(F,a) o \/(—8)2 +12 4102 = \/165

Problemet er, at denne afstand ikke svarer til afstanden fra F til sidefladen ODE med mindre
projektionen af F pa « ligger pa sidefladen ODE. Det er muligvis en fejl i opgaveformuleringen, for
normalt spgrges der efter afstanden til planen og ikke til sidefladen, men hvis man skal besvare det
formulerede spgrgsmal, mangler man altsa at vise, at projektionen ligger pa sidefladen.

Dette gares ved at lgse falgende system af ligninger:

=4,12604440406

0
OF =| 0|+r-OE+s-ED+t-n,
0
-1 0 4 -3 -8
5|=[0|+r:|2]|+s-| 6 |+t:] 1
4 0 3 -3 10

Hvis man skal vise, at projektionen af F pa « ligger pa sidefladen ODE, skal man vise, at der geelder:
0<r<i1aA 0<s<1 A rzs

Hermed sikrer man sig, at nar man begynder i O(0,0,0) og falger vektorerne OE og ED, s& havner
man ikke uden for sidefladen ODE. Konstanten t har ingen betydning. Denne del af udtrykket sgrger

for, at man kommer til punktet F ved at beveege sig vinkelret ud fra planen c.
Ligningssystemet loses pa TI N’spire ved:
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-1 -1]
f= 5 5
4 4 |
» A
.3 3_
s ]
.-3 -3_
-8 8|
10 10]
solvelf=r oet+s- ed+t n,rst 43 257 53
I ) r=— and s=—— and =——
55 495 165
solve(;%r- oegts ed+t n,ns,r)
r=0.781818181818 and s=0.519191919192 and =0.321212121212

@Al

Det ses altsa, at betingelserne 0<r<1 A 0<s<1 A r>seropfyldt, og dermed gelder:

dist(F,ODE) = dist(F, &) = 4,12604440406m

L O5X+6y+7z=53
Vinklen mellem to planer svarer til vinklen mellem deres normalvektorer, sd man har:

n,-n
cosv=—2_~
Ins[-|n.
5) (-8
6| 1
L \7) Lo
V = COS =
5\ |(-8
6 1
7) |10
5-(-8)+6-1+7-10 ( 36 j
cos™ = 0S| —————— | =74,5012672434°
VB +67 77 - \[(-8) +12 +10° V110165

Da man sggte den stumpe vinkel:
vV, =180°-74,5012672434° =105,498732757°

stump
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Opgave 13: f(x)=1+0,1:x* P(5, f(5))

a)

b)

En ligning for tangenten til grafen for f i punktet P kan pa TI n’spire bestemmes ved:
[
1‘(1’):=1+D. 1 ;n:2 Udfort
tangentLine Mx),x, 5) x-1.5

Dermed er tangentens ligning: y =x-1,5

Dette kunne ogsa have veret udregnet i handen ved:
Farst bestemmes rgringspunktets andenkoordinat:

f(5)=1+0,1.5"=1+0,1-25=35

Sa bestemmes tangentens haldning ved at finde differentialkvotienten i x=5:
f'(x)=0,1-2-x=0,2-x

£'(5)=0,2-5=1

Da man nu bade kender tangentens heeldning og reringspunktets koordinater har man:
y—-35=1(x-5) < y=x-15

Farst bestemmes farstekoordinaten til tangentens skaringspunkt med farsteaksen (y=0):
O=x-16: . x=5E5

Lerskalen findes ved ferst at dreje den del af grafen for f, der ligger i intervallet [0,5], hvorefter man
fratreekker det omdrejningslegeme, der fremkommer, nar man drejer den del af tangenten, der ligger
inden for intervallet [1,5 ; 5].

(2)

A

/,5 5 » (1)

Vi =7 [ F00?dx— 7+ (x~15)" dx=16,6242611252

S|

Udregningen er foretaget pa TI n’spire, hvor funktionen allerede er gemt, ved:
=2

5 5
I (/{x))z dx-m (1—1.5)2 dx
0 1.5
16.6242611252
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Opgave 14:

dv. 1 M 300
dt 15—t 15—t
v er rakettens fart malt i m/s og t er tiden efter affyring malt i sekunder.
Nart=0erv=0.

a) Differentialligningen loses sammen med begyndelsesbetingelsen pa T1 n’spire ved:

-9,81 0<t<14

1 300
+v=——-9.81 and v(0]=0,fﬂ’
16-1¢ 16—t i-15

deSolve|v'—

-4.905 ¢ (++31.1620795107) ﬁ
v:

Dvs. at:
—4,905-t- (t + 31,1620795107)
v(t) =

t-15

Da man nu har udtrykket pd lommeregneren, kan man finde det tidspunkt, hvor v = 1000:

solve|1000= N
-15

Den ene lgsning ligger uden for modellens tidsinterval, sa ifalge modellen opnar raketten
farten 1000m/s efter 12,36 sekunder

-4,905 (t+31. 162079510704J 1=-247.396807386 or (=12.3611295063 ﬁ

Opgave 15: a) Da kilens rumfang er 100, er treeklodsens rumfang 200, sa man har:

200=h-x-x < hzgzo
X

Kilen bestar af 5 flader:
2 trekanter med hgjden h og grundlinjen x.
En kvadratisk bundflade med sideleengden x.
En rektanguler sideflade med bredden x og l&engden h.
hszkréflade =h? +x*

Den skra flade, der er en rektanguler sideflade med bredden x og hgjden: \/ﬁ
o =VN°+ X
skraflade

S& overfladearealet bliver:

O(x):2-%-h-x+x-x+x-h+x-x/h2+x2

2
O(x)zgzo-x+x2+x-@+x- [QJ +x°
X

x? x?

0(x) _300 2y, 40(100
X

+ X2
X
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b) Ved hjelp af den farste og anden afledede bestemmes nu den x-verdi, der gar

overfladearealet mindst muligt:

Udfort A
Xx=5.52039568226
solve(—(a(x))—@,x)
dx
e 13.2551019026
——{olx)]p=5.520395682258
dx2

Farst findes de ekstremumsstederne som de steder, hvor den farste afledede giver 0, og
derefter undersgges fortegnet for den anden afledede det pagaldende sted. Da den anden
afledede er positiv, er det et lokalt minimum, sa overfladen er mindst mulig, nar

X =5,52¢cm

Det kunne ogsé have varet lost grafisk ved pd TI n’spire under ’grafer’ at fa tegnet grafen
og tilpasset vinduet, hvorefter minimumspunktet bestemmes ved *Undersog
grafer’=>’Minimum’ med grenserne placeret pa hver side af det sted, hvor man kan se, at

minimum ligger:

(5.52,150])
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