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Lgsninger til eksamensopgaver pa A-niveau 2013

24. maj 2013: Delprgven UDEN hjaelpemidler

Opgave 1: Udtrykket reduceres ved at anvende en kvadratsatning pa ferste led og gange ind i parentesen i
andet led:

(p+q)"+2p-(p—q)= p*+q+2pq+2p>—2pq =3p*+q’

Opgave 2: f(x)=ax+b A(34) B(510)

Metode 1:

Punkternes koordinater indsattes i funktionsudtrykket, og de to ligninger traekkes fra hinanden
(venstreside fra venstreside og hgjreside fra hgjreside):

4=a-3+Db
10=a-5+b
Denne verdi indszttes sammen med koordinaterne for punktet A i forskriften:
4=3-3+b < b=4-9=-5

}:>10—4=(5a+b)—(3a+b)c> 6=2a < a=3

Metode 2:
Det er en linear forskrift, sa a og b kan bestemmes ved:
.. = 2

b=y, -a-x=4-3-3=4-9=-5

Opgave 3: p(x)=ax’+bx+c a<0 c<0 d<0

Da a er negativ, vender parablens ben nedad, dvs. graf A kan udelukkes.

Da diskriminanten er negativ, har polynomiet ingen redder, dvs. grafen skeerer ikke x-aksen.
Dette udelukker graf B.

Da c-verdien er negativ, skerer parablen y-aksen pa dennes negative del, men dette bringer os
ikke videre, da dette geelder for bade C og D.

Det er oplyst, at haeldningskoefficienten for parablens tangent i parablens skeeringspunkt med
andenaksen er positiv, dvs. funktionen er voksende i et interval, der indeholder skeeringspunktet.
Dette er tilfeeldet for graf D, mens graf C's funktion er aftagende i et interval, der indeholder
skeeringspunktet.

Dvs. det er D, der er graf for p
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Opgave 4: f (x)=-x*+9x
Det er oplyst pa figuren, at grafen skarer farsteaksen i x=0 og i x=3.
Man kan dog ogsa se dette ved indszttelse:

f(0)=-0°+9:0=-0+0=0
f(3)=-8+9-3=-27+27=0

Da man ser pa det stykke af grafen, hvor funktionen er ikke-negativ, kan arealet af M bestemmes
ved det bestemte integral:

Ay :j: f (X)dX=I03(—X3 +9X)dX:|:_%X4 +%'X2:|3 b
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Opgave 5: f(x)=€"+7x
Man kan vise, at en funktion er voksende, ved at vise, at dens afledede funktion er positiv i hele
definitionsmangden (i dette tilfelde alle reelle tal) - dog ma den gerne veere nul i enkelte punkter.
Der differentieres ledvist:

f (x) =e*+7>0 for alle x-vardier, da e* >0 for alle x-verdier.
Daf'(x) >0 forallex e R, er f en voksende funktion

Opogave 6: (: [;J :(_33)“-[_11), teR Cirkel: C(0,0) r=+2
Da man kender cirklens centrum og radius, kan dens ligning opskrives:
(x=0)" +(y-0)’ =(\E)2 & X+yr=2
Skeeringspunkterne mellem cirkel og linje bestemmes ved at indsatte linjens koordinater i cirklens
ligning og dermed finde de relevante veerdier for parameteren t:
(3+t)2 +(—3—t)2 =
9+t° +6t+9+t°+6t=2 <
2t° +12t+16=0 <
t?+6t+8=0 <
(t+4)-(t+2)=0 <
t=—4 v t=-2
Andengradsligningen kunne ogsa have veret lgst ved diskriminantmetoden, men det er nok

hurtigere at finde to tal, hvis sum er 6 og produkt 8.
Disse veerdier indseettes i linjens parameterfremstilling for at finde punkterne:

= (G (J50)-C)
t=—2: m =(_33]‘2'(_1J :(—33122}:(—11J

Dvs. skeeringspunkterne er (-1,1) og (1,-1)
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24. maj 2013: Delpraven MED hjaelpemidler
Opgave 7: Forst lases opgaven med Maple. Derefter loses den med TI n’spire.
restart
with(Gym) :
a) Det er oplyst, at forskriften er P(x) =5 d", s der skal laves eksponentiel regression.
Arefter1990 == [0, 5, 10, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21] :
Procentdel == [3.1,4.5,6.5,104,11.8,14.5,15.2,16.6, 18.1, 20] :
P(x) = ExpReg(Arefter1990, Procentdel, x) -
P(x) =2.88330565068719 1.09521699048200"
Dvs. at @ =1.095217 og b =2.883300

b) Tallet a er fremskrivningsfaktoren, der er forbundet med vaekstraten r ved: a=1+r
Dvs. at r =1,095217—-1=0,095217 =9,5217%

Altsa vokser procentdelen af den tyske elektricitetsproduktion, der kommer fra vedvarende energi,

med 9,5% om Aret.

Fremskrivningsfaktoren benyttes til at bestemme fordoblingstiden: T, = NI = In2 =7,
Ina In1,095217

¢) Ar 2020 svarer til x = 30, s4 man udregner:

P(30) =44.1464574607660
Dvs. at ifelge modellen vil man 1 2020 have 44% af Tysklands elektricitetsproduktion

til at komme fra vedvarende energi, og da malet pa 35% er under dette, er det et
realistisk mal.
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LOST med n’spire:

P(x)=b-a"
P(x) er procentdelen af den tyske elektricitetsproduktion, der kommer fra vedvarende energi.
x er antal ar efter 1990.

a) Det er en eksponentiel udvikling, og det bemarkes, at det er antal ar EFTER 1990, sa under
'Lister og regneark’ pa T1 n'spire indtastes i liste A antal ar efter 1990 (0, 5, 10, 15, 16, 17, 18, 19,
20, 21) og 1 liste B indtastes procentdelen, hvorefter der veelges 'Statistik'-->"Statistiske
beregninger'-->'Eksponentiel regression':

x-liste: a[] ; y-liste: b[] ; Gem RegEqn i: f1 ; Frekvensliste: 1

Dette giver:

=ExpReg(a[].b[]."

0 3.1 Titel Eksponentiel re...

5 4.5RegEqgqn a*b”x I
10 6.5a 2.88330565128
15 10.4b 1.09521699048
16 11.8r2 0.991588525816
17 14.5r 0.995785381403

18 15.2Resid  {0.21669434871..

19 16.6 ResidTra..{0.07246467997...

20 181 |

21 20
Lommeregneren anvender a og b omvendt i forhold til vores forskrift, sa man har:
a=1,095217 og b =2,883306

b) Tallet a er fremskrivningsfaktoren, der er forbundet med veekstraten r ved: a=1+r
Dvs. at r =1,095217-1=0,095217 =9,5217%

Altsa vokser procentdelen af den tyske elektricitetsproduktion, der kommer fra vedvarende energi,
med 9,5% om &ret.

Metode 1:
In2  In2

Ina_ InL 095217

Fremskrivningsfaktoren benyttes til at bestemme fordoblingstiden: T, =

Metode 2:
Da funktionsudtrykket er gemt som f1, kan man ogsa pa lommeregneren bestemme
fordoblingstiden ved at finde den tilvaekst pa x-veerdien, der giver en fordobling af y-verdien:

H solvelfilx+f)=2 71{x)x)  £=7.62097925982 %H

Dvs. at fordoblingstiden er 7,6 ar

¢) Modellen giver i &r 2020 (x=30): P(30) = 2,8833-1,0952% = 44,15
Dvs. modellen giver 44%, hvilket er vaesentligt over malet pa 35%, sa malet virker realistisk.
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Opgave 8: f(x)=In(x)+x*, x>0 P(5,f(5))

a) Pa Tl n'spire kan ligningen for tangenten bestemmes ved:

1-x

mngenthe(ln(I)-ﬁx‘z,x, 5) 5 +In(5)-26
5

tangentLine(lnf.x) +x2,x, SJ
10.2-x-24.2905620876

Dvs. at tangentens ligning er y =10,2- x —24,39056

Hvis man ikke vil lade lommeregneren klare det hele, kan tangentligningen bestemmes ved hjelp
af differentialkvotienten og funktionsveerdien:

f(5)=In(5)+5° =25+In(5)
f '(x)=§+2x

f'(5)=%+2-5=%

Tangentens ligning er sa:
51 ol 51
y—(25+|n(5)):€(x—5) = y=€X—51+25+In(5) = yzgx—26+ln(5)

Opgave 9: T,,c =229 £B=32,3° |AB|=10,6

a) Da det for alle trekanter geelder, at T = % h-g, har man med linjestykket AB som grundlinje:

1
e =E-|AB|~hc

22,9:%-10,6-hc & h =2f9f'52=4,3207547

C
1

b) For at bestemme omkredsen af trekanten, skal man kende alle tre sideleengder.
Da man kender arealet af trekanten, kan man med Y2-appelsin-formlen med udgangspunkt i
vinkel B bestemme lzengden af siden BC:

TABC=%-|AB|-|BC|-sinB
BC|= R A
|AB|-sinB  10,6-sin(32,3°)

Da man nu kender en vinkel og de to hosliggende sider, kan den sidste side bestemmes ved hjalp
af en cosinusrelation:

|AC[* =|AB[" +|BC|" —2-|AB|:|BC|-cosB

=8,0859656028741

| AC| = [10,6” +8,0859656028741% —2-10, 6 -8, 0859656028741 - cos (32, 3°) = 5,7311401852642
Dvs. omkredsen er:

O,sc =|AB|+|BC|+|AC|=10,6+8,0859656028741+5, 7311401852642 = 24,417105788138
Med Herons formel, hvor s er den halve omkreds, kan man tjekke, om man har regnet rigtigt:

Tiec =4/5(s—a)(s—b)(s—c) = \/% 24,42-(%-24,42—8,1]-(%-24,42—5,7]-(%-24,42—10, 6) =22,9
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Opgave 10: A(2,0,0) B(0,0,3) C(-2,0,0) D(0,2,0)

For at kunne angive en ligning for den plan, der indeholder glasfladen ABD, skal man kende et
punkt og en normalvektor til planen. Man har allerede et punkt, da man kan anvende A, B eller
D. En normalvektor bestemmes ved ferst at udregne krydsproduktet af to vektorer, der
udspender planen.

0-2 -2
AB=|0-0|=| 0
3-0 3
0-2 -2
AD=|2-0]|=| 2
0-0 0
-2\ (-2 0-0-3-2 —6
Exﬁ:(o x| 29213 (-2)=(52):0 | =|*=6
3 0 —2-2-0-(-2) -4
Som normalvektor vaelges en vektor, der er modsatrettet ovenstaende og halvt sa lang:
3
Ngp =| 3
2

Med udgangspunkt i punktet A, far man sa en ligning for planen:
3:(x—2)+3:(y—-0)+2:(z-0)=0 < 3x+3y+2z-6=0

Pa TI n'spire kunne udregningerne foretages ved:

2 2]

a=|q 0

.0. .0.

o o
b= 0 0

.3- .3-

ol ol
d:= 2 2

0] 0]

ab:=b-a [-2]
0

3]

ad:=d-a [-2]
2

L O 4

crossP(ab,ad) [-6]
-6

_-4_
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b) Vinklen mellem de to glasplader bestemmes som vinklen mellem deres normalvektorer:

-3
En normalvektor for glasfladen BCD afleases ud fra planens ligning: n,., =| 3
2
Sa kan vinklen bestemmes:
COSV = Nagp “Neeo
|nABD|'|nBCD|
3) (-3
3] 3
l2E R 82 g 3-(-3)+3-3+2-2 AR
V=C0S | —5——<% |=C0S =C0S | — |=79,5243183036°
3) |3 VB3 +27[(3) +3 + 27 22
30 3
2 2
Vyjasplacer =180° =V =180°—79,5243183036° =100, 4756816964°

At den rigtige vinkel er den stumpe vinkel kan ses pa flere mader.

1) Man kan betragte normalvektorerne og se, at de begge peger veek fra muren, hvorfor de ikke
giver den vinkel, der ligger inde i drivhuset, men supplementvinklen til denne. Den ene af
vektorerne skulle pege ind mod muren, mens den anden skulle pege vaek, hvis man skulle have
den sggte vinkel. Dette skyldes, at normalvektorerne i sa fald ville ligge i de planer, der
indeholder glasfladerne, nar disse er roteret 90° i samme omlgbsretning omkring aksen BD. Og
nar rotationen er i samme retning, sa beholder man vinklen.

Da vektorerne pegede veek fra muren, svarer normalvektorernes retninger til, at glasfladerne er
roteret 90° i hver sin omlgbsretning omkring aksen BD, og derfor fremkommer
supplementvinklen til glasfladernes vinkel.

2) Man kan se pa trekanten dannet af punkterne A, C og det punkt pa BD, der har kortest
afstand til disse. Ved at anvende dist-formlen fra punkt til linje, far man, at dist(A,BD)=2,6,
dvs. man har en trekant med sidelengderne 2,6, 2,6 og 4. Da summen af de to fgrstnaevntes
kvadrater er mindre end kvadratet pa 4, er det en stumpvinklet trekant.

3) Man kan med en cosinusrelation beregne vinklen over for siden 4 i ovenstaende trekant. Sa
far man den sggte vinkel.
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Opgave 11: Man skal undersgge, om slikket falger en angivet farvefordeling, dvs. det er et y?-GOF-test.
a) Nulhypotesen er, at poserne indeholder lige mange slags slik af hver farve.

For at teste denne nulhypotese, skal man farst udregne en forventet farvefordeling under
forudsaetning af, at nulhypotesen er rigtig:

Antallet af slikstykker er:
A=9+19+15+10+7 =60

Da der er fem forskellige farver, ma man altsa forvente 6—50 =12 af hver farve.

Pa Tl n'spire under 'Lister og regneark’ indtastes i liste A de observerede starrelser. | liste B
indtastes de forventede starrelser.

Der veelges 'Statistik' -->'Statistiske tests'-->'y“-Goodness Of Fit test.

Observeret liste: a[]

Forventet liste: b[]

Frihedsgrad:4

Antallet af frihedsgrader er 4, da man har brug for at kende antallet af fire af farverne, fer man
kan finde antallet af den sidste (nar man ved, at der i alt er 60 stykker).

Dette giver:
=x2GOF(a[],b[].4): C
9 12 Titel ¥x2—Goodness of Fit...
19 122 8.
15 12 Pval 0.091578194444
10 12 df 4,
7 12 Complis..{0.75,4.083333333..

Da p=9,1578% >5%, kan man IKKE forkaste nulhypotesen.
Dvs. der er ikke signifikant forskel pa antallet af stykker slik i de forskellige farver.
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Opgave 12: f(t)=67,5-sin(0,209-t-1,57)+70 ; 0<t<30
f(t) er gondolens hgjde overjordoverfladen i meter til tiden t i minutter efter start.

Det er vaesentligt at bemaerke, at lommeregneren skal regne i radianer, da det er en
trigonometrisk funktion.

Pa TI n'spire tegnes grafen (der er anvendt 'x' i stedet for 't"):

140 ¥

f1(x)={67.5- sin(0.209: x-1.57}+70,0x<30

Da funktionen er gemt som f1, kan hgjden over jordoverfladen efter 7 minutter bestemmes ved:

‘ #1(7) 627912738465 %|

Dvs. at gondolen efter 7 minutter befinder sig 62,8 meter over jordoverfladen.

b) Hvis gondolen skal vaere 40 meter over jordoverfladen, skal f(t) = 40.
Dette bestemmes pa lommeregneren ved:

solvelif] (x:l=40,x)
x=5.30835410679 or x=24.7471131353 H

A

Man skulle finde det farste tidspunkt, dvs. den mindste lgsning, og dermed har man, at
gondolen farste gang befinder sig 40 meter over jordoverfladen 5,3 minutter efter start.
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Opgave 13: t er antal ar efter 1975 og N er antal traner: ij—l:l =0,00029N -(1500— N)

a) Venstresiden i differentialligningen er netop vaeksthastigheden, sa denne kan bestemmes ved
at indsatte antallet af traner pa hgjresiden:

(Z—I:l =0,00029-500-(1500—500) = 0,00029-500-1000 = 0,29-500 = 29-5 =145

Dvs. at veeksthastigheden er 145 traner pr. ar

b) Det er logistisk vekst, hvor den fuldsteendige lgsning er:
M 1500 1500
N(t) = aMt 0,000291500¢ 0,435t
1+c-e® l+c-e™ 1+c-e™
Nar der til tiden 0 (i 1975) var 194 traner, kan c-veerdien for den sggte partikulare lgsning
bestemmes:

194 = —1503 mo & 194= —1500 S 1+C= —1500 & C= —1500 . @
l1+c.e ™™ 1+c 194 194 97
. 1500
Dvs. at den sggte lgsning er:  N(t) = t>0
1+ @ . @ 0435t
97

Man kunne ogsa have bedt lommeregneren om at udregne resultatet. Pa T1 n'spire med:
=]

deSolve(n'=2.9e-4' n (1500-n) and n(0)=194,4n)
1500.- (1.54496305895)°

=

(1.54496305895)"+6.73195876289

Man kan se, at de to udtryk er identiske ved at forkorte brgken i det sidste resultat med
1,54496305895' og udregne e 4%

c) Det tidspunkt, hvor vaeksthastigheden er starst, kan bestemmes pa flere forskellige mader:

1. metode:
Det er logistisk veekst, hvor man ved, at stedet med starst veeksthastighed beregnes ved:
653
Inc It 3§
t= = = 4,3836

~a-M  0,00029-1500
Dvs. at den starste veeksthastighed eriar 1979 (1975 + 4)


http://www.szymanskispil.dk/

2000 -
SPORGSMAL

10.000

Lesningerne er hentet pa www.szymanskispil.dk Quizspillene ASRAM, MIR og SPORTSNZRD

2. metode:

Funktionsudtrykket indtastes pa lommeregneren, og for at finde det sted, hvor vaeksthastigheden
er starst, skal man finde det sted, hvor den afledede funktion er starst, dvs. den ANDEN afledede
skal vaere nul, og den TREDJE afledede skal veere negativ (da det sa er et maksimum):

LA
n({):_ 1500 Udf@?f
145853 4704351
97
d2 1=4.3836003466
solve —(n(r))=0,r
dt

L -15.4336640625
—3|:n(f))|[=4. 3836003466048

dt

3. metode:

Det er logistisk vaekst, sa man ved, at den sterste vaeksthastighed er der, hvor funktionen har naet
halvdelen af sit maksimum pa 1500, dvs. der hvor N = 750 (dette kan ogsa ses ved at bemaerke,

at grafen for hgjresiden er en parabel med benene nedad, der har sit toppunkts fgrstekoordinat
mellem de to nulpunkter, der er 0 og 1500).

Tidspunktet for dette bestemmes pa lommeregneren:

=
”(1]3— 1500 Udfort

653 -0.435.
14853 0,435 ¢
97

solve(750=n(t),1) t=4,3836003466
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Opgave 14:  f(x)=-0,2-x*+2x+2,5

a) Man kan bestemme maksimum for f pa flere forskellige mader.
Man kan lave funktionsanalyse med fortegnsskema, eller man kan tegne grafen pa
lommeregneren og finde maksimum.

Det nemmeste er dog nok at bemarke, at grafen er en parabel med benene nedad, sa maksimum
kan bestemmes ved at finde toppunktet (egentlig har man kun brug for andenkoordinaten, men
hvis man ogsa tager farstekoordinaten med, kan man tjekke, at den ligger i intervallet [0;10]:

oA e AT A

Dvs. f =75 B

maks maks

=2-7,5cm=15cm

b) Rumfanget af vaesken svarer til rumfanget af omdrejningslegemet i intervallet [0;h], hvor h
skal ligge mellem 0 og 10.
Dette bestemmes ved at lade den gvre greense vare variabel:

h
2
Viese =7 [ F(X)0x
Dette bestemmes pa T1 n'spire ved (den ferste afrundet og den anden eksakt):
=)
Ax):=-0.2- x2+2: x+2.5 Udfart [
h 0.025132741229 & (k4—25.‘ h3+125“ h2+625“ h+781.25)
bs (}{x))z dx
0
f(_r):i‘ X242 x4 Udfort
h , h [4- r%-100- h>+500- h2+2500- h+3125]‘ n
o (/(t)) dx 500
0

4h* —100h° +500h* + 2500h + 3125

Dvs. at rumfanget udtrykt ved her: V(h)=7z-h- w7

Vaeskehgjden svarende til et rumfang pa 500 cm? findes ved at lgse V (h) =500

Udfort 1

A=t (4- h%-100- h>+500- h2+2500- ﬁ+3125]- 7
500
solve(v{k)=500, 4) h=4.60611393782
Dvs. nér der fyldes 500 cm? i karaflen, er vaeskehgjden 4,6cm
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Opgave 15: For at kunne henvise nemmere til figuren indferes punktet M som det punkt pa stigen, der har
den Kkorteste afstand til punktet C.

B

C X A
a) Da trekant ABC er retvinklet med den rette vinkel C, giver Pythagoras:
|AB[" =|AC|" +|BC[’

|BC| = [|AB —|AC]" =7 =Ja9—x®

Trekanterne BCM og ABC er ensvinklede, da de begge er retvinklede og begge indeholder
vinkel B. Dermed er forholdet mellem ensliggende sider i de to trekanter en konstant, og man

har:

d_J5c|

x |AB]
d_|BC|_X_»\/49—x2_X_x-«/49—x2
AN .

b) Det sted, hvor d er starst, er den afledede funktion nul og den anden afledede funktion
negativ. Dette sted bestemmes pa Tl n'spire:

=
2 Udfert
x-J49—x
dle=——

d x=-4.94974746831 or x=4.94974746831
solve d—(a’(x)]=0,x
x

_d2 -0.571428571429
(dlx))pe=4.9497474683058

dx2

Det er kun steder i intervallet [0,7], der skal undersgges, og da den anden afledede er negativ, er

det vist, at det er et maksimum.
Dvs. at nar x = 4,95m er d starst mulig.
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Opgave 16: T er stegens indre temperatur malt i °C.

x er tiden malt i minutter.

Ovnens temperatur er 150°C

Hastigheden, hvormed stegens temperatur stiger, angives sa ved: (:i_T
X

Forskellen mellem ovnens temperatur og stegens indre temperatur er: (150—T)

Da hastigheden er proportional med forskellen gelder: Z—T =k -(150—T)
X

Da proportionalitetskonstanten er oplyst til 0,011 har man endelig den sggte differentialligning:

S oili 0= )
dx
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29. maj 2013: Delpreven UDEN hjaelpemidler

f (x)=2x*-8x+15

Diskriminanten indgar i udtrykket for parablens toppunkt, sa den bestemmes farst:
d =b?—4ac =(-8)° —4-2.15=64-120=-56

Koordinatszttet til parablens toppunkt er sa:

e G e

N (t) = 25000-1, 03

N(t) angiver antallet af radyr til tidspunktet t malt i ar efter 2000.
Tallet 25000 er begyndelsesverdien, der altsa fortzller, at i

ar 2000 var der 25000 radyr i det bestemte omrade af Danmark.

Det er en eksponentiel udvikling med fremskrivningsfaktoren 1,03.
Fremskrivningsfaktoren a er knyttet til veekstraten r ved a = 1 + r, dvs. vaekstraten er 0,03=3%

Det betyder, at antallet af radyr i omradet i Danmark er vokset med 3% om aret siden 2000.

Man kender allerede to af siderne i trekant ABC, sa for at kunne bestemme omkredsen, mangler
man bare at kende lzengden af siden AC. Denne bestemmes ved at udnytte, at de to trekanter er
ensvinklede, hvorfor forholdet mellem ensliggende sider er en konstant.

|AC| _ A8 |AB| | rr o
|AC|=1—-|DF|== 18 6-2=12

IDF|  |DE]| |DE|

Sa kan omkredsen bestemmes:

O =|AB|+|BC|+|AC|=6+8+12=26

f(x)=6x*+3 P(210)

Farst bestemmes ved integration den form samtlige stamfunktioner er pa:

F(x)=[(6x° +3)dx=2x"+3x+k

Ved at indsette punktets koordinater kan man bestemme k-veerdien, sa grafen gar gennem P:
F(x)=2x>+3x+k

10=2-2°4+3-2+k < 10=16+6+k < k=-12

Dvs. at den sggte stamfunktion er:

F(x)=2x"+3x-12
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Opgave5: f(x)=0,5" g(x)=2"  h(x)=0,5+2
Farst bestemmes skaeringspunkterne med y-aksen:
f(0)=0,5°=1
9(0)=2"=1
h(0)=0,5°+2=1+2=3
Grafen for h skeerer altsa y-aksen et andet sted end de to andre, dvs. B er graf for funktionen h
f og g er begge eksponentialfunktioner med grundtallene henholdsvis 0,5 og 2.

Da grundtallet for f er under 1, er det en aftagende funktion, dvs. C er graf for funktionen f
Da grundtallet for g er over 1, er det en voksende funktion, dvs. A er graf for funktionen g

Opgave 6: De afskarne retvinklede trekanter efterlader skra sider, hvis leengde kan bestemme med
Pythagoras:
12, =6"+8

skr:

s =/36+64 =+/100 =10

Leengderne af de to lodrette sider er:
| s =X—6

lodret

Leengden af den nederste vandrette side ery.

Laengden af den gverste vandrette side er:
| =y-2-8=y-16

vandret, gverst

Omkredsen er s&:
O = 2 : Iskré\ A 2 IIodret is I

0=2-10+2-(x-6)+(y—16)+y=20+2x—-12+2y—16=2x+2y—8

+1

vandret, gverst vandret, nederst

Da omkredsen er 200, har man:
200=2x+2y-8 < 100=x+y—-4 < x+y=104

Avrealet af figuren er rektanglets areal fratrukket de to trekanters areal:
A= Aying —2°T =X y—2-%-8~6= X-y—48

Arealet som funktion af x er sa:
A(X)=x-(104-x)—48= —x*>+104x—48

Grafen for dette udtryk er en parabel med benene nedad (negativ a-veerdi), dvs. arealet er starst,
hvor parablen har toppunkt. Den sggte x-veerdi er altsa farstekoordinaten for parablens toppunkt:

D 14 104§
2a 2.(-1) 2

Den sggte y-veerdi er sa:

Yax =104 X, =104-52 =52
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iy
Opgave 7: A(20,5) B(510) a =( A J
a) Farst bestemmes koordinaterne til den farste vektor:
— (5-20 -15
AB = E
10-5 5
Arealet af det parallelogram, der udspzndes af de to vektorer, bestemmes som den numeriske
veerdi er determinanten til vektorparret:

18 5z B
O IV
b) Projektionen af AB p& a bestemmes:

-15) (-1
AB-a - |\ 5 )l2)(-1) -15.(-1)+5-2 (-1} 25 (-1 -1\ (-5
ST . =G T sile) )"
4 A (1) +2 \10)
2
Dette kunne ogsa have veeret beregnet pa Tl n'spire ved:

T3] Bl

=|-15-2-5-(~1)|=|-30+5|=|-25|= 25

{1 B
doLP(a,ab) . {-5:
(rom(a)’ "

Opgave 8: Forst loses opgaven i Maple. Derefter med n’spire.
restart

with(Gym) :

a) Det er oplyst, at /(x) = b-x“, sa der skal anvendes potensregression.
Motoreffekt -= [ 1537, 2003, 2637, 3489, 4537, 5755, 7606 :

Fart .= [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16] :

f(x) = PowReg(Motoreffekt, Fart, x) :

F(x) = 1.17935481322845 x0-297303259938908

Dvs. at a=0.293305 og b =1.1793548

b) En motoreffekt pa 8000kW svarer til x = 8000, 4 man udregner:
F(8000) =16.4604349588140
Dvs. at med motoreffekten 8000k'W sejler skibet 16.5 knod
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c) Da det er potensveekst, har man:

(L+1,)=(1+r)’

SPORGSMAL

0,293305259975

r,=(1+r,)" —1=(1+0,30) —1=0,079991119911
Dvs. at en forggelse af motoreffekten pa 30% giver en forggelse af farten pa 8%

Udregnet med n’spire:
f(x)=b-x* f(x)erfarten i knob og x er motoreffekten malt i KW.

a) Da man kender en hel reekke af sammenhgrende verdier, skal der anvendes regression til at
bestemme a og b. Det er en potensvakst, sa pa Tl n'spire geres falgende:

Under 'Lister og regneark’ indtastes motoreffekten i liste A og farten i liste B.

Der vaelges 'statistik’ --> 'Statistiske beregninger' --> 'Potensregression'.

Sa indskrives:

X-liste: a[]

Y-liste: b[]

Gem RegEqn i: f1

Frekvensliste: 1

=PowerReg(a[].b[].

1537 10 Titel Potensregression..
2003 11 RegEgn a*x*b

2637 12a 1.17935481288
3489 13b 0.293305259875
4537 14r2 0.996599731277
5755 15r 0.998298417948
7606 16 Resid {-0.146416621194..

ResidTra..{-0.014535507912..
Da lommeregneren anvender a og b omvendt i forhold til vores forskrift, har man:

a=0,2933 og b=1,17935

b) Da funktionen er gemt pa lommeregneren som f1, kan man bestemme farten af skibet ved en
motoreffekt pa 8000kW ved:

“ £1(8000) 16.4604349593 %"
Dvs. at skibet sejler med farten 16,46 knob, nar motoreffekten er 8000 kW.

c) Da det er potensveekst, har man:

(l+ ry) =(1+r)

r,=(1+r)" -1=(1+0,30) —1=0,079991119911

Dvs. at en forggelse af motoreffekten pa 30% giver en forggelse af farten pa 8%

0,293305259975

Dette kunne ogsa have veret udregnet pa Tl n'spire, hvor man direkte beregner, hvor mange
procent funktionsvaerdien er gget, nar den uafhaengige variabel er gget med 30%:

F1(1.3-x)
f1lx)

_ 0.079991119911 j’



http://www.szymanskispil.dk/

2000

SPORGSMAL 10.000

Lesningerne er hentet pa www.szymanskispil.dk Quizspillene ASRAM, MIR og SPORTSNZRD

Opgave 9: f (x)=x’+6x"+9x
a) Grafen tegnes ved at indtaste funktionen under 'Grafer' pa TI n'spire. Vinduet justeres, sa man
har alle skaeringspunkter med akserne med (man kan se, at der ikke kan veere flere, da et
tredjegradspolynomium hgjst kan have to lokale ekstremumspunkter):
Samtidig bestemmes funktionens nulpunkter ved '‘Undersgg grafer'-->'Nulpunkt', hvor der for
hvert af nulpunkternes vedkommende velges et interval, der indeholder punktet:

ST

f1(x)=x>+6 x2+9- x

-
%)
=)
=)
=)

graf f1

5

Dvs. at funktionen har nulpunkterne x=-3 og x=0

Dette kunne ogsa have veret udregnet i handen ved at anvende en kvadratsatning og nulreglen:
f(x)=x>+6x*+9x=0

x(x2+6x+9):0<:> x(x+3)2:0<:> Xx=0v x+3=0< x=0v x=-3


http://www.szymanskispil.dk/

!‘3’4;;].",‘ v 2y

“ AS00  wea
SPORGSMAL F<5

SPORGSMAL

Lesningerne er hentet pa www.szymanskispil.dk Quizspillene ASHAM, MIR og SPORTSNZRD
b) Monotoniforholdene bestemmes ved at anvende afledede funktioner:

f'(x)=3x" +12x+9
f'(x)=0< 3x*+12x+9=0 < x* +4x+3=0 < (x+3)(x+1)=0< x=-3 v x=-1

Disse to steder kan der vaere lokale ekstremumspunkter (og ud fra grafen kan man se, at det ER
ekstremumspunkter og ikke vandrette vendetangenter).

Fortegnene for den anden afledede bestemmes de to steder for at se, hvilken slags
ekstremumspunkt der er tale om:

f "(x):6x+12
f"(-3)=6-(-3)+12=-18+12=-6<0 dvs.maksimum
f"(-1)=6-(-1)+12=—6+12=6>0 dvs.minimum

Hermed ma gelde:
f er voksende i intervallerne J-o0.-3] og [-1.00[ og aftagende i intervallet [-3,-1

c) g(x)=—x’+bx+c  P(1f(1))
Tangentens ligning kan bestemmes pa TI n'spire ved:

Al
tangentLine(x3+6- x2+9- x,x,l) 24 x=8 ﬁ“
Dvs. tangentens ligning er: y =24x-8

Dette kunne man ogsa selv have beregnet ved:
y-veerdi for reringspunktet: f(1)=1"+6-1*+9-1=1+6+9=16

Tangentens haeldning: f'(1)=3-1°+12-1+9=3+12+9=24
Tangentens ligning: y-16=24-(x-1) < y=24x-8

Da f og g har en feelles tangent i P, ved man to ting:
1) Begge funktioners grafer gar gennem P.
2) Differentialkvotienten i X = 1 er ens for de to funktioner (da den angiver tangenthaldningen).

Da tangenthaeldningen er 24, har man altsa, at der skal geelde g'(1) = 24.
Dette kan bruges til at bestemme b:

g'(x)=—2x+b
9'(1)=24 & -2.1+b=24 & b=26

Da graferne for begge funktioner gar gennem P, har man:
f)=9()

P+6-1°+91=-1°+26-14+¢c <
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Opgave 10: r(t)=7,18-10"*-(t-0,93)"-(1-™**(~ %) 0<t<47

a) For at bestemme den temperatur t, hvor vaksthastigheden r(t) for salmonellabakterierne er
starst, skal man anvende afledede funktioner. Funktionen kan godt differentieres i handen, men
det er ret besveerligt, og opgavestillerne har tydeligvis gnsket at lave en opgave, hvor man skal
vise, at man kan anvende lommeregneren.

Sa pa Tl n'spire defineres funktionen, hvorefter der bestemmes det eller de steder inden for det
pagaeldende interval, hvor den afledede funktion giver 0, hvorefter den anden aflededes fortegn
tjekkes disse steder for at se, om der er tale om maksimum, minimum eller vandrette

vendetangenter:

S =
Ai=7.18- 104 (-0.93)2. (1_30.464- (1—46.96)) Udfort [

t=0.93 or t=41.8917398637

solve( ((!)) 01]
& 0.001435999999
“—(H))e=0.93
dr
&2 -0.028592249887
Z—(H{1))e=41.891739863698
dt

Da den anden afledede er positiv for t = 0,93, er der tale om (lokalt) mindst veeksthastighed her,
og da den anden afledede er negativ for t = 41,9, er der lokalt starst veeksthastighed her.

Da vaksthastigheden falder fra 0 til t = 0,93, skal man ogsa lige sikre sig, at vaksthastigheden i
0 er mindre end i 41,9, nar man skal finde den temperatur, hvor vaeksthastigheden er starst:

r{0) 6.20998199786€-4 1

r{41.891739863698) 1.09000662198
Man har hermed sikret sig, at det ER den sterste veeksthastighed, dvs.
vaeksthastigheden er starst for temperaturen 41,9°C

Opgave 11: a) Det ligger implicit i formuleringen, at punktet C ligger helt ud til vandkanten, og at afstanden
fra den naermeste malle til land er leengden af stykket BC (hvilket ikke giver sig selv, da landet
kunne bue ud mod mgllerne leengere henne).

Da trekant ABC er retvinklet, og man med udgangspunkt i vinkel A kender den hosliggende
katete og gnsker at finde den modstaende, bruger man:

tan A= % < |BC|=tan A:|AC|=tan 46, 2°-2300m = 2398,4178235m

Dvs. at afstanden fra den nermeste mglle til land er 2398.4 meter.

Trekant ACD er ligeledes retvinklet, sa man har ogsa:

cD|
tan Z/CAD = — <
|AC|
|CD| = tan ZCAD - |AC| = tan(46, 2° +11,0°) - 2300m = tan(57, 2°) - 2300m = 3568, 90139625m
For at finde de 10 mgllers indbyrdes afstand, skal stykket BD deles i 9 lige store stykker:
_|BD| |CD|-|BC| 3568,90139625m — 2398, 4178235m
melle-meglle — i -
9 9 9

d =130,053730306m ~130m
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Opgave 12: Nulhypotesen er:
Informationsadferden vedrgrende litteraturleesning er uafhangig af gymnasietype.

Denne nulhypotese testes ved et y2-uafhangighedstest, hvilket pa T1 n'spire foretages ved:

131 69 36 A
X2way | 107 7¢ o7 |Stat.results
235 207 70
[ "Titel" "x’—uaﬂlaengighedstest"-
"x2" 8.94549342131
"PVal" 0.062476419629
"df" 4,
"ExpMatrix" "[L..]"
| "CompMatrix" "[...1"

Da p,, =6,2% >5%, kan man altsa IKKE forkaste nulhypotesen med et 5% signifikansniveau.

Der er altsa ikke signifikant forskel pa informationsadfaerden vedrgrende litteraturlaesning pa de
forskellige gymnasietyper.

Da der er 4 frihedsgrader, kan man ogsa komme frem til konklusionen ved at sammenligne
teststarrelsen 8,94549 med den kritiske veerdi 9,49 og konstatere, at da teststerrelsen er mindre
end den kritiske veerdi, skal nulhypotesen ikke forkastes.

x\ (16 27
Opgave 13: A(16,16,0) B(-16,16,0) C(-16,-16,0) D(16,-16,0) I:|y|=|16|+s-|-16|,seR
PTED 23

a) For at bestemme en ligning for den plan, der indeholder glaspyramidens sideflade ATB, skal
man kende et punkt pa denne (f.eks. punktet A) og en normalvektor for planen.
Normalvektoren kan bestemmes ved farst at finde krydsproduktet af to vektorer, der udspaender

planen. Man kan bruge retningsvektoren for linjen | samt AB .

7
r=|-16
23
~16-16) (-32
AB=| 16-16 |=| 0
0-0 0
-27\ (-32 ~16-0-23.0 0

—_

X
>
w

Il

|
-
o
X
o
Il

23.(-32)-(-27)-0 |=|-736
23) | 0 ) (-27.0-(-16)-(-32)) (-512
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Dette kunne ogsa have veret beregnet pa Tl n'spire pa fglgende made, hvor man ogsa kan finde
den starste felles divisor for 736 og 512, der kan bruges til at skalere vektoren og dermed fa en
normalvektor, der er nemmere at arbejde med:

-27 [-27] A
"=-16 -16
23 [ 23]
-32 [-32]
ab:=| 0
0 | 0 ]
crossP(r,ab) 0 |
-736
-512]
ged(512,736) 32
Da den starste feelles divisor er 32, veelges normalvektoren givet ved:
. { 0 0
n =——-rxAB=——:| 736 |=| 23
32 32
-512 16

Med punktet A og denne normalvektor far man sa:
0-(x—16)+23-(y—16)+16-(z-0)=0 < 23y+162-368=0

b) p: 23x—-5z2+368=0
Skaeringspunktet mellem linjen og planen bestemmes ved at indseette koordinaterne fra

parameterfremstillingen i planens ligning og pa den made bestemme den sggte veerdi for
parameteren s:

23-(16—273)—5-(233)+368:O < 368-621-1155+368=0 < 115s=115 < s=1
Denne verdi indszttes i linjens parameterfremstilling for at finde T's koordinater:

X 16 =27 16 - 27 =1
y|=[16 |+1.| -16 |=|16-16 |=| O
z 0 23 O 7 23

Dvs. at T =(-11,0,23)

¢) Vinklen mellem to planer er vinklen mellem deres normalvektorer. Normalvektoren for
planen (3 afleeses som koefficienterne i ligningen:

0) (23
231 o
a6 5 0.23+23-0+16+(-5) A
cosv=—2 £ __ s )
I m| (0 [[23) o7+ 23 +167 |23 + 07+ (-5) /434890
23| o
16 ) | -5

Veump = €08~ (_—SOJ =96,968°
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Opgave 14: f(x)=e""-sin(z-x), x>0

a) Grafen tegnes under 'Grafer' pa T n'spire og vinduet indstilles, sa man har intervallet [0,3]
med (lommeregneren skal star i radianer). Maksima bestemmes ved 'Undersgg grafer'
-->'Maksimum’, hvor nedre og gvre graense vealges pa hver sin side af det sggte punkt:

17

(0.4898713,0.9517114)

(2.489871,0.7791954)

fl(x)=e-0‘ v

0.1

-1

Under indstillinger for grafer er antallet af viste decimaler sat til flydende 7, og man har altsa, at

de to lokale maksimumspunkter er A(0,4898713 ; 0,9517114) og B(2,489871 ; 0,7791954)

b) En forskrift for den eksponentialfunktion, der gar gennem de to punkter, kan bestemmes ved
at lave eksponentiel regression, men man kan ogsa lade lommeregneren lgse to ligninger med to
ubekendte:

A

0.4898713 2.489871 a b)

and 0.7791954=b' a

solve(0.9517114=b‘ a
a=0.904837409553 and 5=0.999493821334

Dvs. at den sggte forskrift er:
g(x)=0,9994938-0,9048374*
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c) Grafen for g indtegnes sammen med den tidligere graf:

: = ,;w;s?ﬂ?l]ﬂa 917114 —_—
—_— _ { 1,0.7791954)
) ‘ 14 —

\ £2(v)=glx T ~——

| det pageeldende omrade er det altsa grafen for g, der ligger gverst, dvs. det sggte areal er:
2,489871

s = e (900~ () X =L 7216677
Da den farste funktion er gemt som f1(x) p& lommeregneren, er udregnet foretaget ved:

A
g(x):=0.999493821334 (0.904837409553)% Udfort
2.489871 1.72166770515
(glx)-£1(x))dx
0.4898713

(Der er fejl i opgaveformuleringen. Faktisk skerer de to grafer fire steder og danner saledes tre
omrader, sa egentlig skulle den nedre granse ikke veere x1, men et tal en anelse stgrre, hvis man

vil finde arealet af det stgrste af disse.)

Opgave 15: Der var fejl i opgaven. Den rigtige forskrift skulle veere: dd—l\t/l =—k-M

a) Man kan enten udnytte, at det er en standarddifferentialligning med den fuldsteendige lgsning
M(t)=c-e ™" , eller man kan lade TI n'spire om at bestemme den fuldsteendige lgsning:

deSolve(m'=-k- m,r,m) m=cl- e k1 ﬁ

Da M(0)=70 har man: 70=c-e*°=c-1=c
For at bestemme k udnyttes det andet punkt:

M(60)=20 < 20=70-e"" < e % =§—8 <-k-60= In(%) =
—In@j
k= — 5 =0,020879382808

Sa forskriften er: M (t) = 70. g % %2007%2608

b) Differentialkvotienten i 60 bestemmes pa lommeregneren ved:
-0.020879382808257 ¢ Udfert a

m(t]:='70- e

5(;}1([))‘[:60 -0.417587656165
t

Dvs. M'(60) = -0,41759 hvilket fortaeller, at
mangden af stof efter 60 minutter aftager med 0,42 mqg i minuttet.
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ot ] (}af] e

— (2
En retningsvektor for linjen ler r, :(J.

Denne vektor er en normalvektor for linjen m, da m star vinkelret pa |.
Da linjen m gar gennem punktet (3,4), er en ligning for denne linje:

a(x—x,)+b(y-y,)=0
2-(x—-3)+1-(y-4)=0< 2x—6+y-4=0< 2x+y-10=0

Opgave 2: Tre eksponentialfunktioner er givet ved:
f(x)=2"
9(x)=3

9(x)

h( SR

(X) f (X)

Funktionsudtrykket for h(x) bliver altsa:

1]

Det generelle udtryk for en eksponentialfunktion er f; (x) =a”", hvor a er fremskrivningsfaktoren,

sa funktionen h har fremskrivningsfaktoren %

Opgave 3: f(x)=e*+2
Funktionen er ikke negativ (i det pageldende interval), sa det bestemte integral angiver arealet
under grafen:

A, :j:(euz):[euzx]: =(e'+2:1) (e +2:0)=e+2-1=g+1

3

Opgave 4: V =%-7r-r

Nar rumfanget er %w , er radius:

32 i 2 s 323 1o roges r=2

. <~ <~
3 3 3 3 3-4 =
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Opgave 5: f(x):x3—§-x2—6x+7

For at kunne bestemme monotoniforholdene for f, skal man kende fortegnet for den afledede
funktion i forskellige intervaller. Sa farst bestemmes den afledede funktion og nulpunkterne for
denne:

f'(x):3x2—g-2x—6=3x2—3x—6

f'(x)=0< 3x*-3x-6=0< x*—x-2=0

d =b*—4ac =(—1)2 —-4.1.(-2)=1+8=9>0 dvs. 2 lgsninger

X:—bi\/d_:—(—l)i\/gzliIB:{Z
2-a 2-1 2 -1

Disse to nulpunkter opdeler x-aksen i tre intervaller, og den afledede funktions fortegn i disse
intervaller bestemmes ved at bestemme veerdien i et punkt i hvert interval:

f (—2):3~(—2)2 —-3:(-2)-6=3-4+6-6=12>0
f(0)=3-0°-3-0-6=-6<0
fi(8)=3:3"—38-6=27-9-6=12>0
Fortegnsskemaet er altsa:

x__ -1 2
fx) +0 - 0 +
fx) .~ O\ ~

Dvs.
f er voksende i |-o0;—1] _; fer aftagende i [-1;2]_; fer voksende i [2; oo

Opgave 6: %:3y+5 ; P(L4)
X
Man kan bestemme en ligning for tangenten til grafen for f i punktet P, ndr man har fundet
linjens heeldning, da man allerede kender et punkt, tangenten gar gennem.

Haldningen bestemmes ved at indsatte punktets koordinater i differentialligningen:

Y _3.4.5-1245-17
dx

Sa tangentens ligning er:
y-y, =a-(x=x)
y—4=17-(x-1) < y=17x-13
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Opgave 7: f(t)=b-a' Dvs. modellen er en eksponentiel udvikling.
f(t) er det arlige antal reklametimer pa de danske tv-kanaler. t er antal ar efter 2000.

Ar 2000 2005 2008 2009 2010
Ar efter 2000 0 5 8 9 10
Reklametimer 4963 8249 | 10296 | 12459 | 13661

a) Da man kender en hel reekke af sammenhgrende verdier, skal der anvendes regression til at
bestemme a og b. Det er en eksponentiel udvikling, sa pa TI n'spire gares falgende:

Under 'Lister og regneark’ indtastes ar EFTER 2000 i liste A og reklametimer i liste B.

Der veelges 'statistik’ --> 'Statistiske beregninger' --> 'Eksponentiel regression'.

Sa indskrives:

X-liste: a[]

Y-liste: b[]

Gem RegEqn i: f1

Frekvensliste: 1

=ExpReg(a[].b[.

0 4963 Titel Eksponentiel r...
5 8249 RegEgn  a*b”x
8 10296 a 4946.44699572
9 12459 b 1.10473924176
10 13661 r? 0.9917291886...
r 0.9958560079...
I IResid {16.553004277 .. ™
87 | <|»

Lommeregneren anvender a og b omvendt, sa man har:
a=1,104739 og b =4946

b) Da det er en voksende eksponentiel udvikling findes en fordoblingstid, der kan beregnes ved:

= _ In(2) In(2)
?“In(a) In(1,20473924176)
Da funktionen er gemt under f1(x), kan det ogsa beregnes ved:

solvelf1{x+1)=2 f1(x),1) t=6.95865741446 ﬁ‘

Dvs. antallet af reklametimer fordobles for hver 7 ar

=6,9586574142

c) Differentialkvotienten i t=6 bestemmes pa T| n'spire:

i(ﬂ(x))l’f:f’ 895.678296083 H

Dat = 6 svarer til ar 2006, forteller dette tal, at
i ar 2006 voksende det arlige antal reklametimer pa de danske tv-kanaler med 896 timer om aret.
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gggma:(—?*j 5{1}

7 —4
a) Vinklen mellem de to vektorer kan bestemmes med formlen: cosv = ﬁ‘%‘
al -
Dette gares pa T1 n'spire ved farst at definere vektorerne og derefter udregne leengder (norm) og
prikprodukt (dotp):
[ sl F L] A
a:=|"3 3T
— 7 - - 7 -
bh=|1 1
--4- --4-
[ dotp(q,b) 170.837652954
COs”
norm(a)- norm(b)

Dvs. at vinklen mellem de to vektorer er v = 170,837652954°

b) Arealet af trekanten udspzndt af de to vektorer kan bestemmes som det halve af den numeriske
veerdi af determinanten af vektorerne:

—Sa1

T=%-‘det(5,5)‘=%~ .,

1 1 1 5
==./(=3)-(—4 20| =S S .
(9 (47 4= h2-7]= 8=


http://www.szymanskispil.dk/

_ShoRGswAL 55 A SPoRConl

Lesningerne er hentet pa www.szymanskispil.dk QuizspillenerASRAM, MIR og SPORTSNZRD

_ 519,9
Opgave 9: W(t) = 1+0.098. g 04%t

w er den arlige affaldsproduktion pr. indbygger malt i kg, og t er tiden malt i antal ar efter 1994.

a) Ar 1994 svarer til t = 0, sa affaldsproduktionen beregnes ved:

519,9 519,9 519,9 519,9
W( ) = 20,4340 0 =
1+0,098-¢ 1+0,098-¢° 1+0,098-1 1,098

Dvs. i 1994 producerede en EU-borger i gennemsnit 473,5kg affald

= 473,497

b) Grafen indtegnes sammen med den vandrette linje y = 520 pa Tl n'spire:

53047 P —
_— * .
) e 1 fAl)——2
/ 1 1+0.098-¢ O 424

/ |
1
. 1
/ I
/ 1
1
i
/ [
|
1
1
/ [
100 1
/ I
1

| x

10 .z 5 ' 361

Ar 2002

Ar 2002 svarer til t = 8, og man ser pa figuren, hvor den rgde graf (modellen) efter 2002 ligger
meget teet pa den grenne (konstant 520).

Dermed understgtter modellen pastanden om, at affaldsproduktionen er stabiliseret pa omkring
520 kg. affald pr. EU-borger.
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Opgave 10: A(3,0,0) B(3,3,0) C(0,3,0) D(0,0,3)

a) For at bestemme ligningen for en plan, skal man bruge en normalvektor til planen og et punkt,
der ligger i planen. Da fladen ABD skal ligge i planen, kan man anvende ethvert af disse tre
punkter som punkt, og to af vektorerne mellem punkterne anvendes som retningsvektorer for
planen (sa man kan finde en normalvektor ved at tage krydsproduktet af disse).

To retningsvektorer er:

3-3) (0
AB=[3-0|=|3
0-0) (0
0-3) (-3
AD=[0-0(=|0
3-0) (3

0) (-3 3.3-0-0 9
Krydsproduktet af retningsvektorerne bestemmes; ABxAD=|3 |x| 0 [=|0-(-3)-0-3|=|0
0) (3) (0.0-3(-3)) (9

ab:=[0 3 0] [0 3 0]
ad=[-3 0 3] [3 0 3]
crossP(ab,ad) [9 0 9]

Man kunne ogsa have bestemt krydsproduktet i n'spire ved:
Som normalvektor til planen valges en vektor, der er ensrettet, men kun en niendedel sa lang
som ovenstaende:

>
0]
X
)>
oll—\

9 1
10|=|0
9 1

Som punkt vaelges A(3,0,0), og planens ligning kan sa bestemmes:
a:a(x—x%,)+b(y—y,)+c(z—2,)=0
1.(x=3)+0-(y-0)+1(z-0)=0< x-3+z=0< x+2-3=0

b) g: y+z=3

0
En normalvektor for 8 afleeses ud fra planen til ;{1J
;=

it

Vinklen mellem de to flader (der ligger i de to planer) bestemmes som vinklen mellem planernes
normalvektorer:

v=cos™

a 1.0+0-1+1-1 a(1
=CO0S [ J:cos (—):(ﬂ’
12407 +12 07 +12 +1° 2

P O Pl o -
» ~ ok P o
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Opgave 11: a) Forskerens nulhypotese vil veere:
Ho_: Efterlgnsalderen er uafhaengig af, om personen lever sammen med en partner eller ej.

De forventede veerdier i tabellen kan bestemmes ved farst at finde ud af, hvor mange personer
der i alt er inden for de enkelte kategorier:

| alt"Ja"; 28 + 62 =90

| alt "Nej": 73 + 90 = 163

Lagt sammen giver dette 253, hvilket passer med stikprgvens starrelse.

| alt "60 ar": 28 + 73 = 101
| alt "61-65 ar": 62 + 90 = 152
Lagt sammen giver dette 253, hvilket passer med stikprgvens starrelse.

"60 ar" udger % af det samlede antal.

Da det samlede antal "Ja" er 90, skulle antallet at "Ja og 60 ar" ifglge nulhypotesen vere:
101

Jagy, =——:90=235,929
253
Efter samme princip findes de andre vardier:
152
g ., =——-90=54,071
aﬁl—GSar 253
Nejgosr = 01 163 =165,071
253
152

Nejs, o5y = o2 163=97,929

Dvs. tabellen med forventede veerdier bliver:

FORVENTET TABEL
fterlansalder ] ]
Lever 60 ar 61-65 ar
sammen med partn
Ja 36 54
Nej 65 98

Dette kunne ogsa have veeret bestemt pa n'spire ved:
k
a:z[zs :52] [28 :52]

73 90 73 90

¥:2way a Udfert
stat. ExpMatrix {35.9289 54,.:;?11]

65.0711 97 9289
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b) Hypotesen undersgges pa n'spire med et chi-i-anden-uafhaengighedstest:

a=l28 62 28 62|
73 90 73 90]
12way a Udfert
stat. results "Titel" "y 2—vejstest"-
x2 452051
"FVal" 0.033491
"df" 1.
"ExpMatrixz" "L
"CompMatrix" "L

Da p-veerdien er 0,033491<0,05, ma nulhypotesen altsa forkastes.
Dvs. der er signifikant forskel pa efterlgnsalderen afheengigt af, om man lever sammen med en
partner eller ej.

Opgave 12: f(x)=ax’+bx+c
a) Da monteringspunktet ligger 220m over vandoverfladen, skerer grafen for f - der er en
parabel - y-aksen i 220, dvs. man har:
c=220
Det laveste punkt ma ligge under punktet midt mellem de to pyloner, og da det ligger 80m over

vandoverfladen, ma parablen altsa have toppunkt i (% -1280,80) = (640,80)

2
Toppunktsformlen lyder T —b—d =T —b;m
2a 4a 2a 4a
2
Sa man har fglgende ligninger: - =640 og =l =80
2a 4a
Disse lgses pa n'spire ved:
i 324 7 -7
solve(—b=640 and M=80 and c=220Ja,b) a= 20480 and 'E;:E and ¢=220
Z2'a 4q
_ R2 A g=0.000342 and b=-0.4375 and ¢=220.
solve —b=640 and M=80 and c=220Ja,b)
Z2'a 4q
b 7 -
Dvs. at forskriften er: f (x)=———-x*——-x+220
20480 16

b) Ved at definere funktionen pa n'spire, kan man beregne udtrykket '[:2804}1+( f '(x))zdx:

Al
f(x):: l -x2+—T-x+22EJ Udfort
20480 16
1280 1319.73
2
jH i(,{x))] ix
dx
0

Dvs. at leengden af beaerekablet er 1319,73m


http://www.szymanskispil.dk/

Opgave 13:

S "OR(' SMAL

Legsningerne er hentet pa www. szvmansklspll dk Quizspillene ASHAM, MIR og SPORTSNZRD

c'=-0,035-c ; c er koncentrationen (i pg/L), og den uafhaengige variabel er tiden t (i timer).

a) Nar koncentrationen er 1,5ug/L, har man:
c'=-0,035-1,5=-0,0525

Da c' netop er hastigheden, forteeller dette, at koncentrationen aftager med 0,0525ug/L pr. time

b) Det er en standard differentialligning af typen y'=k-y med den fuldsteendige Igsning
y =¢, -e**, s& den fuldsteendige lgsning til vores ligning er: c(t)=c,-e***"

Da det er oplyst, at koncentrationen fra start ( t = 0) er 2,0ug/L har man:

2,0=c,-e°™% < 2,0=c,-e° < ¢,=2,0

Dvs. forskriften er:

c(t)=2,0-e"%" ; t>0

Man kunne ogsé have fundet lgsningen pa n'spire ved:

deSolvelc'=-0.035c and c(0)=2,1,c] c=2.+(0.965605)"

De to lgsninger er (selvfalgelig) ens, da e *%° =0,965605

| Maple er indstastningen:
drafve([#'=-0.035-1,2(0)=2])

rix)=2e =0

Opgave 14: |AC|=20 ; |BC|=20 ; £C=82°

a) Da man i trekant ABC kender en vinkel og de to hosliggende sider, kan den sidste sides
leengde bestemmes med en cosinusrelation:

|AB|" =|AC|" +|BC|* —2-|AC|-|BC|-cosC
| AB| = /207 +20° —2-20- 20 cos(82°) = 26, 24236115962

Da det er en ligebenet trekant, kan man udnytte, at vinklerne A og B, der ligger over for de lige
lange sider, ogsa er lige store, og vinkelsummen giver sa:

180°= A+B+C

180°=2-A+C

A=180 —C=18O -82 =98 _ 490
2 2 2

Alternativt kan man regne pa det. For da man nu kender alle tre sider, kan man bestemme

vinkel A med en cosinusrelation, men man kan ogsa anvende sinusrelationerne, hvor man kan
udnytte, at man ved, at vinkel A er spids, da den ikke ligger over for den leengste side (der er

AB).

sinA_sinC o A—sint|SNC sinC
|BC| |AB|

A:sin{ sin(82°) -2o]=49°

26,24236115962

|BC|] (da A er spids)
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b) Man kender flere starrelser i trekant CDE:

Vinkel E svarer til den oprindelige vinkel B, dvs. ZE = /B =49°

Siden CE svarer til den oprindelige side BC, dvs. |CE|=|BC|=20

Vinkel DCE er en fjerdedel af vinkel ACB, fordi vinkel ACB halveres to gange ved

foldningen. Dvs. #/DEC =%.4ACB = % -82°=20,5°

c ICE| =|BC| =20 C
49° 20,59

D

S kan vinkel D bestemmes til: D =180°— /E — /DCE =180°—49°— 20,5° =110, 5°
Nu har man nok informationer til, at sinusrelationerne kan anvendes:

ICD| |EC| |EC>".

——=—— = |CD|:_—'S|nE

SiInE sinD sinD

|CD|= ~ 29 §in49° =16,114700295059
sin110,5°

Arealet kan bestemmes med Y2-appelsinformlen:

T= % |CD|-|CE|-sin £.DCE = % -16,114700295059 - 20-sin(20,5°) =56, 434869901138
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g(x)=-0,12-x*+1,3-x+4,2

a) Pa Tl n'spire indtegnes graferne og omradet M markeres (bemaerk at det lille stykke under x-
aksen IKKE er med, da opgaveteksten siger, at begge akser er med i afgraensningen:

SPORGSMAL
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Opgave 15: f (x)=-0,15-x*+2,205-x—0,858 ;

8
etiket (7M4032574, 7. 2448661 )

-

Skaringspunktet er bestemt ved under vaerktgjerne at veelge ‘Undersgg grafer’ og
‘Skaeringspunkt'. Skeeringen med x-aksen er bestemt ved under veerktgjerne at veelge
‘Undersgag grafer' og 'nulpunkt'.

Man kunne ogsa have bestemt skaeringspunktet ved:

solve(fi’(x)ﬁ.ff?(xlx) x=7.40825 or x=22,7584 |

Her ses det, at der ogsa ligger et skaeringspunkt lengere ude, men det skal ikke benyttes.
Skalens hgjde er netop det interval pa x-aksen, hvor omradet M ligger, dvs. skalens hgjde er
7,41cm

b) Det er det gule omrade, der drejes omkring x-aksen, og her skal man altsa veare
opmarksom pa4, at det lille omrade under x-aksen mellem 0 og 0,4 ikke er med.
Rumfanget af det tree, der udger skalen, bestemmes derfor ved:

7’40825(g(x))2dx_7z'.J.O7"440825( f (X))2 dX

V=r- .
Dette bestemmes ved:

k
Ax)i=-0.15-x2+2.205 x-0,858 Udfort

elx)i=-0.12-x%+1.3 x+4.2 Udfart
solve (j{x):ﬂ,x)
7.40824737652

¥x=0dorx=143

740824737652 485, 222119695

x (A -

0

()2

0.4

Dvs. at_rumfanget af treeet er 485,22cm?®
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Opgave 1: Det er en linear funktion, sa hvis man kan huske formlerne til bestemmelse af a og b, kan man
indseette koordinaterne for (-3,1) og (5,17) i disse:
y,—=y, 17-1 16
= = = — = 2
x,—% 5-(-3) 8
b=y,—a-x,=17-2.5=17-10=7
Dvs. forskriftener:  f (x)=2x+7

Hvis man ikke kan huske formlerne, kan man indsatte punkternes koordinater i forskriften
f (x)=a-x+b (hvis man kan huske denne) og lgse to ligninger med to ubekendte:
1=a-(-3)+b
17=a-5+b
Dette indsattes i den nederste ligning for at bestemme b: 17=2-5+b < b=17-10=7

}:17—1:(5a+b)—(—3a+b) < 16=8a < a=2

- (5 ¥ (1
Opgave 2: az(ZJ 0g bz( 4}

Avrealet af parallelogrammet udspaendt af disse to vektorer beregnes som den numeriske verdi af
determinanten af vektorparret:

:‘det(é,ﬁ)‘ :Hi _14‘ :\5.(_4)_2.q =|-20-2|=|-22|=22

Opgave 3: f(x)=a- x> +b-x+c¢
Da grafen skeerer y-aksen pa den positive del, er ¢ > 0.
Da parablens grene vender opad, er a > 0.
—b

Farstekoordinaten til parablens toppunkt er givet ved T, = P
-a

Da grafens toppunkt ligger til venstre for y-aksen, er farstekoordinaten negativ, dvs. brgken ;—b

a
er negativ. Det er allerede afgjort, at a er positiv, sa det ma veere telleren, der er negativ.
Da -b er negativ,erb >0

Diskriminanten bruges til at bestemme antallet af radder, og da grafen ikke skeerer x-aksen
nogen steder, er der ingen rgdder, dvs. d <0

Opgave 4: f(x)=4-3-x> P(2,5)
For at bestemme den form, samtlige stamfunktioner er pa, integreres funktionen ledvist:
X)= [ £ (x)dx=[(4-3-x")dx =4x—x" +k
Konstanten bestemmes at indszette punktets koordinater i forskriften for F:
5=4.2-2°+k < 5=8-8+k < k=5
Dvs. den sggte stamfunktion er: F(x)=4x—x"+5
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Opgave 5: f (x)=x*+3x"-9x+16
For at bestemme monotoniforholdene findes farst den afledede funktion ved at differentiere
ledvist:
f'(x)=3x"+6x-9
Nulpunkterne for den afledede funktion bestemmes ved at lgse en andengradsligning:
f'(x)=0< 3x*+6x-9=0< x*+2x-3=0
d =b*-4ac=2°-4-1-(-3)=4+12=16 > 0 dvs. 2 lgsninger

X_—bi«/ﬁ_—2¢«/1?_—2¢4_{ 1
-3

2-a 2-1 2

Der er altsa to steder, hvor den afledede funktion er 0, og fortegnet for den afledede funktion
bestemmes nu i de tre intervaller, der adskilles af disse to steder:

f'(—4)=3-(-4)" +6-(—4)-9=48-24-9=15>0

f'(0)=—9<0

f'(2)=3-2°+6-2-9=12+12-9=15>0

Et fortegnsskema bliver sa:

X -3 1

flx) + 0 = 0
i) O\ /
Dvs. f er voksende i intervallerne ]-0:-31 og [1.,00]

f er aftagende i intervallet [-3,1]

Opgave6: |:y=4-x
Arealet af en retvinklet trekant kan udtrykkes ved de to kateter ved T = % -k, -k, , da den ene
katete fungerer som en hgjde svarende til den anden som grundlinje.
Kateternes leengder er henholdsvis den vandrette afstand fra punktet C til y-aksen og den lodrette
afstand fra punktet C til x-aksen.
Den vandrette afstand svarer til farstekoordinaten for C, mens den lodrette afstand er C's

andenkoordinat. Da C ligger pa I, giver ligningen sammenhangen mellem x og y.
Man har altsa:

1 1 1 i
T :E'kl'k2 :E|AC||BC|:Exy=EX(4—X)
Arealet som funktion af x kan skrives som:
T(x):—%-x2+2x

Grafen for denne funktion er en parabel med grenene pegende nedad, sa toppunktets
farstekoordinat svarer til det sted, hvor arealet bliver starst muligt:
b -2 2 5

A sian 2 1 T4 T
a 2_[_) -1
2
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Opgave 7: N(t)=b-a' . Dette er en eksponentiel udvikling, s& Maple anvendes til eksp. regression:

a) Man skal v&re opm®rksom pé, at frstallene er angivet i antal & EFTER 2004
Cm-paklen anvendes til at lave eksponentiel regression.

with (Gye )

Gro=[0,1,2345678]:

meesehornsdralb = [10, 13, 24, 13, 83, 122, 333, 448, 668] :

N(}) = ExpReg(br, neesehornsdrab, t)

N(t)

6.83253922049917 1.75975091042321
Forshriften for A7(#) er alts&: W () =, 83254 1, 75975

b) a er fremskrivningsfaktoren, og da den er knyttet til vaekstraten r ved a =1+r, er vaekstraten 0,78978.
Dvs. at antallet af draebte neesehorn ifglge modellen vokser med 79% om aret.

) Ar 2013 svarer til ¢ = 9, 8 antallet af drehte nesehorn i 2013 bliver ifelge modellen:
N(9)
12877 60002955065

Drvs. at ifmlge modellen wil der 1 2013 blive dreht 1288 seesehars

Opgave 8: En linje tegnes parallelt med linjen AB med C som udgangspunkt. Det dannede punkt kaldes F:
A

13m B
6m 6m
11im F —=7C
sm T
>

a) Da vinklerne A og B er rette, geelder |AF|=|BC|=6m og dermed |EF|=|AE|—|AF|=11m—6m=5m.
Da trekant CEF er retvinklet (med den rette vinkel F), har man:

|EF| |EF|
c0s ZCEF = — & |CE|=———
|ICE| cos ~CEF
5m
|CE| = ——— =13,9521405481m
cos(69°)

b) For at kunne bestemme arealet af trekant CDE, skal man kende lzengden af siden DE. Denne kan
bestemmes ved sinusrelationerne, hvis man kender vinkel C.

Sa farst bestemmes ved vinkelsummen i trekanten: #DCE =180°—D - ZCED =180°-151°-13°=16°
Nu kan lengden af siden DE beregnes:

[DE| _ _ICE] CE|
sin ZDCE _sinZD = |DE|=M‘sm4DCE
|PE| 3 = gji ?fgffflm -sin (16°) = 7,93245630464m

Og arealet er sa:

T = 1.|CE|.|DE|-sin (£CED)= L 13,9521405481m - 7,93245630464m -sin (13°) =12,4482003171m’
2 2
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Opgave 9: A(5,3,3) B(3,53) C(0,0,6) D(503) E(0,5,3)

a) For at kunne bestemme ligningen for en plan, skal man kende et punkt i planen og en normalvektor
til planen. Som punkt kan man anvende et af punkterne A, B og C, sa man mangler kun at kende en
normalvektor. Denne kan bestemmes som krydsproduktet af to ikke-parallelle retningsvektorer, sa
farst bestemmes to sadanne retningsvektorer:

3-5 -2 0-5 -5
AB=|5-3|=| 2| AC=|0-3|=|-3
3-3 0 6-3 3
Krydsproduktet udregnes:
-2 -5 2-3-0-(-3) 6

ABxAC =| 2 |x| -3|=| 0-(-5)=(-2)-3 |=| 6
0) | 3) (-2:(-3)-2-(-5)) (16

Som normalvektor for planen, der kaldes o, valges en vektor med samme retning, men kun halvt sa
lang som ovenstaende:

16 3
n==:/6 |=|3
2

16) (8

Punktet C anvendes som et punkt i planen, og med den valgte normalvektor har man sa:
a:3:(x—0)+3-(y—0)+8:(z—6)=0< 3x+3y+82-48=0

Pa n'spire kunne en del af udregningerne veare foretaget ved:

-2 2] !
ab.= 9 2
| O] a
-5 -5
ac:=|_q -3
3 3
cmssP(abjac) 6|
&
16
6 3]
H:=ﬂ.5' 6 3
16 8. |
X 3,x+3, 348, z-48.=0
expand|dotP|n, 3 =0
-6 |
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b) Den anden plan har ligningen: S: 9x+15z2—-90=0

En normal til denne plan aflaeses ud fra koefficienterne i ligningen.
Vinklen mellem to planer bestemmes som vinklen mellem deres normalvektorer, sa man har:

n -n

cosv=—2 2
n,|- nﬂ|
3) (9
30 0
8] 15 043.048.
v =cos™ :cos‘l( SIORRED j=21,8742678145°
3\ |( 9 V3 +3+82 497 + 02 +157
30| o
8] Il15

Dette er den spidse vinkel, og den stumpe bestemmes sa ved:
V., =180°—v=180°-21,8742678145° =158,125732186°

stump

Pa n'spire, hvor man allerede har defineret normalvektoren til den fgrste plan, kunne udregningerne

foretages ved:
9
nb:=| g

15

8

-

Cos

dotP(n,nb) )

nor‘m(n)'nor‘m(nb)

21.8742678145

180-21.874267814478

158.125732186

c) Det samlede glasareal findes ved at udregne arealerne af de to sider og de tre tagflader.
Arealerne af tagfladerne findes ved at beregne det halve af leengderne af krydsprodukterne mellem

to vektorer, der udspeaender den pagaldende trekant:

5-0) (5 5-0) (5 3-0
CD=|0-0|=| 0| CA=[3-0|=| 3 CB=|5-0|=
3-6) |-3 3-6) |-3 3-6
5 5 9 5 3 6
CDxCA=| 0 |x| 3 |=| 0| CAxCB=| 3 |x 5]={6
-3} (=3 15 -3) |-3) |16

3 0-0) (0
5 CE=[5-0|=| 5
-3 3-6) |-3
3) (0 0
CBxCE=| 5 |x| 5 |=| 9
-3) (-3) |15

|c$ x C—A| _ Jo% 107 +15? = /306 \C—Ax cT3| — J6? + 6% 1167 = /328

|@ X ﬁ\ = J0% + 92 +15% = /306
S4 kan arealet bestemmes:

Ay =2 Asge + Aveagtoar :2-3m-3m+%-‘075><(7&‘m2+%-‘C—Axcﬁ‘m2+%-|@xﬁ|mz A

1 il

18m2+%~ 306m2+§~ 328m2+5~x/306m2=44,54824082m2 ~44,5m’
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Opgave 10: ?j—I: =0,0015-P-(150—P) P er antallet af guppyer til tiden t malt i uger.
Fra start (dvs. t = 0) er der 12 guppyer i akvariet.

Dette er en differentialligning for logistisk veekst, og pa formen y'=a- y-(M — y) er den

fuldsteendige lgsning y =

S , 0g man ved, at den gvre greense er M, mens den maksimale
+c-e

—a-M-x

vaeksthastighed opnas, nar x = In—l\j Alt dette kan anvendes til besvarelsen af opgaven:
a .

. . _ 150 150
a) Den fuldsteendige lasning er: P(t)= oo o MBI 1 o, g 0251
Startveerdien anvendes for at bestemme konstanten c:
1Z=% = 12:@ = 1+C=@ = c:é—lzé
TEECHER 1+c 12 2 2
. g 150 _
Sé& den sggte lgsning er: P(t)=——>—— ; t>0
1+§.e—0,2254t
: ! : ; 150
Hvis akvariet skal indeholde 80 guppyer, har man: 80=——~——
1+§'e—0,225-t
Dette lgses pa n'spire ved:
solvel80= 150 . x=11 4483485689 [
1+2_23,e-0.225-x

Dvs. efter 11,4 uger er der 80 guppyer i akvariet

b) Den gvre grense er 150 guppyer, da det er tallet i telleren i lgsningen.

Grafen tegnes pa n'spire:

/'/ !

10

o 2 50)

Her kan man ogsa se, at den gvre granse er 150.
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c) Den starste vaeksthastighed kan beregnes ud fra formlen angivet i starten:

3)
In| —
__\2)
P 0,0015-150
Dvs. at den maksimale veaeksthastighed opnas efter 10,9 uger.

=10,8548757128

ANDEN METODE:

Man kunne ogsa have anvendt n'spire til at lgse det hele.

Farst differentialligningen med begyndelsesbetingelsen og bestemmelsen af det tidspunkt, hvor der
er 80 guppyer i akvariet:

b

[1.25232271619)+11.5

(1= 150.(1.2523227161919) Udfort

(1.2523227161919)/+11.5
solvelp(1}=80,] t=11.4483485689

Sa den gvre graense (findes under infinitesimalredskaberne):
lim({p(f]) 150,
f—}t‘ﬂ

Til sidst den maksimale veeksthastighed, der bestemmes som det sted, hvor den afledede funktion
har et maksimum, hvilket svarer til, at den anden afledede giver 0. Der er kun ét af disse steder, nar
det er logistisk veekst.

dE 1=10.8548757128
solve —(p(r))=ﬂjr
dr?

Opgave 11: L(n) =z-d-n*+2-7z-r,-n L er leengden af tape og n er antallet af viklinger.
d er tykkelsen af tapen og ro er radius af den tomme rulle.

Nérd =0,1mm og r, = 25mm har man:
a
) L(75)=7-0,1mm-75° + 2 z - 25mm- 75 =13548,1183186mm

b) Nar leengden af tape er 50000mm, har man L(n)=50000, sa pa n'spire kan beregnes:
Solve(EJDDDD:JI'D. 1'H2+2'H'25'HJH:I n=-720 802445928 or n=220.802445928

Man far to lgsninger til ligningen, men den ene er negativ, og da det er et antal viklinger, kan denne
veerdi ikke bruges.

Dermed er antallet af viklinger 221
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Opgave 12:  f(t)=-0,0033-t°+0,0340-t* +0,7032-t +6,4910 ; 0<t<20
f er spaendingsfaldet malt i V og t er tiden malt i sekunder efter affyring.

a) Pa n'spire tegnes grafen i x-vinduet [0;20]. De to steder, hvor spaendingsfaldet er 12V
bestemmes grafisk ved ogsa at indtegne en vandret linje y = 12 og finde skaringspunkterne
mellem graferne (Undersgg grafer' og 'Skaeringspunkt).
207

f1(x)=-0.0033 x>+0.034 x2+0.7032-x+6.491

\( 17.057938,12)

(7.0759328,12)

akser X

»
o 1

Dvs. at nspaenndingsf:'ildent er 12V 7:076ﬂs ogﬂ 17:O5és efter é@nringn.

Da funktionen nu er gemt som f1, kunne det ogsa have varet bestemt ved pa n'spire at lgse
ligningen f(t)=12:
solve (fi’ (1’) =12, I)
x=-13.8308409753 or x=7. 07593283005 or x=17.0579384483
Den negative lgsning ligger uden for definitionsmangden, sa den forkastes.

b) Den afledede funktion bestemmes, hvorefter differentialkvotienten i 15 bestemmes:
f '(t) =—-0,0033-3t* +0,0340- 2t + 0, 7032 = —0,0099t* +0,0680 - t + 0, 7032

f'(15) =-0,0099-15% +0,0680-15+0,7032 = -0,5043

Dette forteeller, at 15 sekunder efter affyringen falder spaendingsfaldet med 0,5043 V pr. sekund.

Pa n'spire kunne det have veret udregnet ved:

(i1 0.5043
X
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Opgave 13: Man skal lave et x2-Goodness of Fit test, da man skal undersgge, om en stikprave falger en

forventet fordeling.

a) Nulhypotesen er sa: Ho: Aldersfordelingen af de 165 tilfeldigt udvalgte 20-70-arige
danskere er den samme som aldersfordelingen blandt alle 20-70-arige danskere.

Der laves en tabel over det forventede antal i hvert interval ved at multiplicere procentdelen
med stikprevens starrelse:

Alder 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70

Antal 30 34 37 33 31

Udregninger:
20-30:0,181-165= 29,865
30-40:0,203-165=133,495
40-50:0,226-165=137,29
50-60:0,200-165=33
60—70:0,190-165= 31,35

Antallet i intervallet 30-40 er afrundet til 34, selvom den matematisk korrekte afrunding ville
veere til 33. Pa denne made opnas et samlet antal pa 165. Den forkerte afrunding er foretaget i
dette interval, da det var her, vaerdien var tettest pa at skulle afrundes opad.

Pa T n'spire vaelges "Lister og regneark”, og de observerede og forventede verdier indtastes
som vist nedenfor. Der veelges menuerne 'Statistik’, ‘Statistiske test' og 'y “-GOF'.
Da der er 5 intervaller, er antallet af frinedsgrader 5-1 = 4.

A observ..[Bforven.. [€ D |
=%2G0OF('observeret,
21 30(Titel ¥ GOF
39 342 10.585965849
51 37|PVal 0.031633237477
30 33|df 4,
24 31|ComplLis..[[2.7,0.73529411764..

n'spire giver p=0,031633=3,1633%

Da p-veerdien er mindre end 5%, ma nulhypotesen forkastes.
Stikpravens fordeling afviger altsa signifikant fra populationens fordeling.

(Hvis der ikke var blevet afrundet til 34, sa man arbejdede med 164 personer, ville p-veerdien
veere blevet 2,7%)
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Opgave 14:  f(x)=-0,015625-x"+1,25-x+200 ; x>0
g(x)=200-0,000032-x" ; x>0

a) De nulpunkter, der er positive, bestemmes pa TI n'spire med 'solve":

Ax)i=-0.015625 x*+1.25°x+200 Udfort
glx):=200-3.26-5-x* Udfort
solve(f(x)ﬂ] and xizl:]]x) x=160,
solve(g(x)=ﬂ and xi_”l:]]x) x=50.

Dvs. nulpunktet for f er x =160 og nulpunktet for g er x=50.

b) Arealet af M svarer til omradet i 1. kvadrant under grafen for f fratrukket omradet under
grafen for g. Det bemaerkes, at den nedre graense for de bestemte integraler, der skal beregnes, i
begge tilfeelde er 0, mens de gvre greenser svarer til de udregnede nulpunkter i spgrgsmal a).

Dvs. A, = Llﬁo f (x)dx —EO g(x)dx

Dette udregnes pa T1 n'spire ved:
160 50 18666 6EEE6ET

Uxllax= | (gldlax

0 0

Dvs. at gavlen af busskuret har arealet 18666,67cm?.
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Opgave 15: f (x)=-x*+3x—2
a) Man sgger at finde alle de rette linjer, der bade opfylder, at de er tangenter til grafen for f, og
at de gar gennem (0,0). De mulige rgringspunkter pa grafen betegnes (x, y).

Tangentbetingelsen anvendes til at finde et udtryk for haeldningen, da den svarer til
differentialkvotienten til f det sted, hvor tangenten rarer.
Sa man har:

a=f'(x)=-2x+3

En anden made at bestemme haldningen er at udnytte de to punkter (0,0) og (X,y), som den
rette linje skal ga igennem. Dette giver:

omp - e
-0 X

Ved sidste lighedstegn er det benyttet, at punktet ligger pa grafen for f, hvorfor

funktionsforskriften for f giver os sammenhangen mellem x og y.

De to udtryk for haeldningerne sattes nu lig med hinanden:

— 2 _—
—2x+3:w<:> X243 X=X 43%X—2 0=X2—12 > X2=2 = x=H2
X

Hermed har man fundet de to steder, hvor tangenterne rerer grafen, og for at finde ligningerne
mangler man kun at bestemme haldningen, da man ved, at begge tangenter gar gennem (0,0),
dvs. at de skarer y-aksen i O:

a, =f '(ﬁ ) — 2.2 +3~0,1715728752538
a, = f'(—V2) = -2:(—2)+3~58284271247462

Dvs. de to ligninger er:
i = (—2~J§+3)-x (eller: y =0,17157-x)

L@ y:(2-\/§+3)-x (eller: y =5,82843-x)
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