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En kort historie om imaginart og virkeligt

Farste skridt pa vejen til indfarelsen af komplekse tal i matematik blev taget midt i det 16.
arhundrede, da Gerolamo Cardano (1501-1576) i forbindelse med sit arbejde med 3. gradsligninger
opdagede de tal, som René Descartes (1596-1650) senere kaldte imaginare tal, og som vi nu kan
betegne som “komplekse tal med realdelen 0.

Cardano opdagede, at han undervejs i lgsningen af en tredjegradsligning med 3 reelle lgsninger
matte arbejde med kvadratrgdder af negative tal. Metoden virkede, og han forholdt sig ikke til,
hvordan man skulle forsta disse kvadratrgdder af negative tal.

Mange matematikere har bidraget til forstaelsen, fortolkningen og anvendelsen af komplekse tal,
og Leonhard Euler (1707-1783) er (selvfalgelig) én af dem. I sit veerk Vollstandige Anleitung zur
Algebra fra 1770 indfgrte han de imaginzre tal (som han ogsa kalder umulige tal) lige efter at have
indfart de grundleeggende regneregler, hvilket ogsa er den fremgangsmade, der bliver anvendt i

disse noter. Desuden indfgrte Euler (der ogsa indfarte symbolerne e, f (x)og Z ) betegnelsen i i

stedet for symbolet </—1, der tidligere havde vzeret anvendt.

Man kan nok ikke finde et preecist tidspunkt for, hvornar de imaginare/umulige tal blev virkelige,
men efter bidrag fra en anden uundgaelig matematiker C.F. Gauss (1777-1855) — herunder arbejdet
med Algebraens Fundamentalsatning, hvor det er ngdvendigt at arbejde med komplekse tal for at
kunne sige, at alle n’te-gradspolynomier har netop n rgdder regnet med multiplicitet — blev de
komplekse tal vistnok af de fleste matematikere betegnet som virkelige”. En af undtagelserne er
Charles Dodgson, der under pseudonymet Lewis Carroll i 1865 udgav bogen Alice i Eventyrland. |
dette veerk optraeder ogsa implicit kvaternionerne, der er en slags udvidelse af de komplekse tal,
som blev beskrevet af William Hamilton i 1843. Alice i Eventyrland kan laeses som en satire over
eller kritik af matematikkens udvikling i det 19. arhundrede (et muligt SRP-emne).

I 1799 havde den norske matematiker Caspar Wessel indfgrt den komplekse talplan og en
geometrisk fortolkning af komplekse tal, men det var i et veerk (Om directionens analytiske
betegning) skrevet pa dansk, der blev overset i nasten 100 ar, sa det er den franske matematiker
Jean-Robert Argand, der i 1806 uden at kende til Wessels arbejde ogsa indfarte en geometrisk
fortolkning af komplekse tal, der har faet den komplekse talplan opkaldt efter sig (Argand-plan).

Men disse noter vil hverken behandle komplekse tal som et forlgb inden for matematikkens
historie eller historisk matematik. Det vil vaere et “almindeligt” matematisk forleb med definitioner,
seetninger og anvendelser, hvor malet er, at du skal blive fortrolig med at regne med komplekse tal
og forstd, hvordan man indfgrer komplekse funktioner. Sa kronologien overholdes ikke (f.eks.
indfagres den komplekse talplan far Eulers formel, da den geometriske fortolkning — som Euler ikke
havde — kan hjeelpe pa forstaelsen), og vi begynder med at repetere begrebet tallegeme, som vi
arbejdede med i Grundlaeggende matematiske begreber del 1...



Tallegemet De Komplekse Tal

Definition 1: Et legeme er en matematisk struktur bestaende af en mangde M, hvortil der er knyttet
de to binare operatorer + og -, der virker pa to elementer fra M og danner ét element,
og hvor operatorerne opfylder falgende aksiomer:

) Vx,yeM:x+yeM

2) Vx,yeM:x-yeM

3 VX,yeM: x+y=y+Xx
4) Vx,yeM: x-y=y-X

Stabilitet

Kommutativitet

) VX, y,zeM: (x+y)+z=x+(y+2z)

Associativitet
6) Vx,y,zeM: (x-y)-z=x:(y-2)

7) Vxy,zeM: x-(y+z)=(x-y)+(x-2) Distributivitet
8) dJ0eM:VxeM: x+0=x

Neutrale el t
9) JleM:¥xeM: x-1=x eutrale elementer

10) vxeM 3(-x)eM: x+(-x)=0 Modsat element
1 1
11) Vxe M \{O}EI; eM: x-; =1 Reciprokt element

I 1.g fandt vi frem til, at bade de rationale tal og de reelle tal med vores almindelige regler for
addition og multiplikation er legemer, mens det ikke er tilfeeldet for hverken de naturlige tal eller de
hele tal, hvor det bryder sammen ved henholdsvis aksiom 8 (da vi ikke har et neutralt element ved
addition inden for de naturlige tal) og aksiom 11 (da vi ikke kan finde reciprokke elementer for
andre tal end -1 og 1).

Definition 2: De Komplekse Tal er en matematisk struktur bestaende af mangden
C={(ab)|a,beR},

hvortil der er knyttet de binere operatorer + (addition) og - (multiplikation) givet ved:

(aubl)"'(az'bz):(a1+a21b1+b2)
(ailbl)'(aZ’bz):(ai'az_bl'bz , a1'b2+a2'b1)

Fra start er det veesentligt at bemarke, at + og -, der star pa venstresiden i ovenstaende
definitioner, er de binare operatorer, der navnes i definitionen, mens +, — og - , der star pa
hgjresiden, er de regneoperationer, vi kender fra de reelle tal. For bemzrk, at pa hgjresiden star
regneoperationerne mellem reelle tal, mens de pa venstresiden star mellem komplekse tal.

Vi skal senere indfere den imaginare enhed i, hvorved vores regneoperationer fra de reelle tal
“geder” regneoperationerne pa venstresiden, men fra start er det som sagt - for rigtigt at forsta
definitionen - vigtigt at bemaerke, at der er tale om forskellige operatorer.

De komplekse tal bestar altsa af par af reelle tal, og du kan maske allerede se, hvordan vi senere
kan indfare en fortolkning af de komplekse tal som punkter i planen.



Eksempel 1: Definition 2 anvendes til at addere og multiplicere komplekse tal:
(3,8)+(7,4) =(3+7,8+4)=(10,12)
(—2,5)+(6,-1) =(—2+6,5+(-1)) =(4,4)
(3,8)-(7,4)=(3-7-8-4,3-4+8-7)=(21-32,12+56) =(-11,68)
(-2.5)-(6,~1) =(-2-6-5-(-1),~2-(~1)+5-6) = (-12+5, 2+30)=(~7,32)

Opgaverne 500*
Ordet legeme indgar ikke i Definition 2, for det er noget, der skal bevises:

Seetning 1: De Komplekse Tal er et legeme.

Vi skal altsa vise, at vi med vores binare operatorer fra Definition 2 far opfyldt de 11 aksiomer fra
Definition 1.

Bevis 1: Stabiliteten (aksiomerne 1 og 2) er opfyldt, da vi far et komplekst tal, bade nar vi adderer
og multiplicerer to komplekse tal (hgjresiderne i de to nederste identiteter i Definition 2 er

begge elementer i C).
Aksiom 3: Vi ser pa to vilkarlige komplekse tal z, =(a;,b,)ogz, =(a,,b,), hvor vi skal vise, at
2+2,=2,+1:
Z,+1, :(al’b1)+(a2’b2):(a1+a2’ b1+b2):(a2 +a1’b2 +b1):(a2 7b2)+(a17b1): Z,+17,
De bla lighedstegn falger af Definition 2, mens det rgde lighedstegn falger af, at
addition af reelle tal er kommutativ.

@velse 1: Bevis aksiomerne 4-7 ved at benytte Definition 2 og at de reelle tal er et legeme,
dvs. at regneoperationer med reelle tal opfylder de 11 aksiomer.

Hvis du har lgst opgaverne 5004 og 5005, har du maske allerede gennemskuet beviserne
for aksiomerne 8-11.

Aksiom 8: Det vises nu, at det komplekse tal (0, 0) har den sggte egenskab.

Lad (a,,b,) veere et komplekst tal. Definition 2 og vores viden om det neutrale

element ved addition for reelle tal giver: (a,,b,)+(0,0)=(a,+0,b,+0)=(a,,b)

@velse 2: Vis, at (1,0) er det neutrale element ved multiplikation (aksiom 9), at (—a,,—b, ) er

al +bt' &+l
reciprokke element til (a,,b,) , ndr (a,,b,)#(0,0) (aksiom 11)

det modsatte element til (a,,b;) (aksiom 10) samt at [ 4 it J er det

Vi ved fra vores tidligere arbejde med legemer, at nar De Komplekse Tal er et legeme, er der en
hel bunke regneregler, der er opfyldt, men da nogle af disse involverer subtraktion og division, skal
disse regneoperationer fgrst defineres med definitioner identiske med dem, vi kender fra de reelle

tal:



Definition 3: For de komplekse tal z og z, (hvor z, # (0,0)i de tre nederste tilfelde) indfares:

(z1 = 22)+ Z,=1 Subtraktion defineres, dvs. det er det rade tegn, der defineres.

L z,=1 Division defineres, dvs. det er brokstregen, der indfares.
22

Man forleenger en brek med det komplekse tal z, , hvor z, # (0,0), ved 4 = 4%
Z, Z,Z;
Z

Man forkorter en brgk med det komplekse tal z, , hvor z, # (0,0), ved & 23
Z, 2
Z3

Dvs. praecis som med “almindelige” tal er pointen, at subtraktion defineres ved, at Z, —Z, er det tal,

z
der lagt til z, giver z,, mens division defineres ved, at kvotienten z_l er det tal, der multipliceret med
2

Z,giver z,. Og igen er pointen med begreberne forleenge og forkorte, at brgkens veerdi ikke a&ndres

ved denne operation (s&tningerne 2.16 og 2.17).
Med vores Definition 1 og Definition 3 beviste vi allerede i 1.9, at der geelder fglgende:

Seetning 2: For komplekse tal z;, hvor z, 7&(0,0) hvis tallet optreeder i naevneren, geelder:

1: z,-(0,0)=(0,0) 7
z Z
. _ 14: =
2: 2,-(-(10))=-7, > 2%
3:72-(-2)=—-(2,-2 4
v (Z)=~(77) 15: _ 2 _z (LO)
4: (-3)-(-2,)=12-1, 2
Z Z -7
. — 16: 2+ =123
5: (2,+2,)=12+1 z, 1,-1,
6: 2,+(-2,)=2,—-12 Z
Hz)=52 gy E
7. —-(z+2,)=-7-1, 2, 2
Z3
8: 7,(2,+2,-2,2)=2,2,+2,-2,-2,- 7, 18 L% Ll
9: (2,+2,)(2,+2,)=2-2,+2,-2,+2,-2,+1,-, L Ly Bl
z z
4 19: L _=z.2
10: =(10) z, 'z,
1
z
10 3
11 21'( )=ﬂ Z
Zl Zl L
z 7, 1z
.. (Lo) gz 20: 2 _ 4 ‘a
12 Zl' — = é 22 23
z, 1, .
13: Z, 47 !
ATy 21: AtL %2 4 L Ll
° ° ZS ZS ZS Z5
NULREGLEN: 200 b L _L+l
2,°2,°2;-...,=0& hy z,

L~ 2,=0vz,=0vz;=0v..vz =0




Vi regner altsa med parenteser og brgker pa sedvanlig vis, og nar vi ogsa kopierer definitionerne
for potenser med heltallige eksponenter fra de reelle tal, vil vi ogsa kunne overfare regnereglerne
for disse (da beviserne for potensregnereglerne er baseret pa potensdefinitionerne og brgk- og
parentesregnereglerne):

Definition 4: a) Lad ne N, og lad zeC. Potensen z" defineres som:
2"=2-2-2-...-1
| ——

n faktorer

b) For ethvert tal z e C geelder z° =(1,0)

¢) Lad meZ, og |adZE(C\{(0,0)}. Sa geelder z " =(]“—n?)

Satning 3: De fem potensregneregler for komplekse tal.
Lad n,meZ,oglad z,,2,,2,€ C og z,=(0,0).Der geelder sé:

. potensregneregel:
potensregneregel:
potensregneregel:
potensregneregel:

potensregneregel:

Bemark, at seetningerne 2 og 3 behandler komplekse tal uden at udtale sig om de reelle talpar,
som de komplekse tal er opbygget af. F.eks. forteeller Szetning 2.21 os, hvordan vi dividerer et
flerleddet udtryk med et komplekst tal, men ikke hvordan vi finder de reelle talpar, som udger de
enkelte kvotienter (se eksempel 2.c nedenfor).

Bemaerk ogsa, at det ikke er s&tningerne 2 og 3, der giver os identiteten z,-2,+2,-2,=2-2,-7,.
Den falger af, at denne omskrivning kan foretages med alle stagrrelser (bananer, perer, Iog(y) ,

a’b’c og altsd ogsd z, -z,). Men igen er det vigtigt at bemeerke, at vi endnu ikke ved, hvordan vi

ganger det reelle tal 2 med det komplekse tal z, - z, . Det ser vi dog shart pa.

Eksempel 2: Find selv de s&tninger og aksiomer, der anvendes:
2
a) (z,+2,) =(2,+2,)(2,+2,)=2,- 2,42, 2,+ 2, 2, + 2, 2, =2} + 2, 2, + 1, 2, + 2, =

2 2
2, +2-2,-2,+1,

o (95)+(43)(-18)-(6.2)-(7.2) (9.-5) (4.3)-(-18) (9-5) (-28,29)

) 62) 62 62 62wy Y

Opgaverne 501*



Opsamling: Du skal pa nuverende tidspunkt have bemarket, at selvom vi i Definition 2 indfarte en
maske ved farste gjekast ret mystisk regel for multiplikation af to komplekse tal, sa
fungerer brokstreger, parenteser og heltalspotenser pa pracis samme made som ved
reelle tal. Det er meget vigtigt at bemaerke disse ligheder, sa du kan regne ubesvaret
med komplekse tal i disse situationer.

Men det er lige sa vigtigt at bemarke forskellene, som vi snart skal se pa. Som sagt
mangler vi at finde ud af, hvordan man udregner de brgker, der optreeder pa hgjresiden
i Eksempel 2.c, og vi har ikke faet set pa potenser med rationale eksponenter, eller
hvad der kommer an pa det samme: Rgdder.

1 P
Husk pa, at da vi for reelle tal gav betydning til potenserne a" og a®, udnyttede vi, at

vi allerede kendte definitionen pa redder (” $/64 er det positive tal, der oplgftet i 6.

potens giver 64”’). Men som vi skal se, opfarer de komplekse tal sig anderledes end
reelle tal, nar det kommer til redder. Vi kender allerede til den problemstilling, at bade

(—2)‘5 =64 og 2° =64, hvorfor vi for at gare kvadratroden entydig var ngdt til at
tilfoje ordet ”positive” i definitionen. Med komplekse tal skal vi se, at der er seks
forskellige komplekse tal z, der opfylder z° = 64, og der er generelt n forskellige
komplekse tal z, , der opfylder z}' =z, .

Dette vender vi tilbage til. Forst skal vi have indfgrt en notation, der forbinder reelle
og komplekse tal, og som ggr det muligt at betragte reelle tal som en del af de
komplekse tal. Vi vender derfor nu tilbage til at kigge pa de par af reelle tal, som et
komplekst tal er opbygget af.

Indfgrelse af realdel og imaginaerdel —samt i

Vi ser pa komplekse tal (a,b), hvor b =0, og vi skal nu se, hvorfor man kan fortolke denne type

komplekse tal som reelle tal, dvs. der skal argumenteres for, at de reelle tal kan betragtes som en
delmangde af de komplekse tal.
Vi ser pa addition og multiplikation af to komplekse tal af denne type:

(a,,0)+(a,,0)=(a,+a,,0+0)=(a,+a,,0)
(a,,0)-(a,,0)=(a,-a,-0-0,8-0+0-a,)=(a-a,,0)

Bemark nullerne. Alle beregninger ender med at forega pa den farste plads i talparret, og her
genkendes vores velkendte opskrivning af addition og multiplikation. Vi kan derfor indfare
felgende definition:

Definition 5: Det komplekse tal (a,O)kan betragtes som det reelle tal a, dvs. man kan skrive:
(a,0)=a
Hvis vi f.eks. havde féet (a,,0)-(a,,0)= (a12 —al ,O)eller (a,,0)+(a,,0)=(0,a, +a,)(<forkert!),

ville der enten geelde andre regler, eller ogsa ville resultatet vaere en anden type komplekst tal, og sa
havde vi ikke kunnet indfare ovenstaende definition.



Eksempel 3: Vi er nu i stand til at addere og multiplicere et komplekst tal med et reelt tal, da vi blot
kan betragte det reelle tal som en sarlig slags komplekst tal:

9+(4,-6)=(9,0)+(4,—6)=(9+4,0-6)=(13,-6)
c+(a,b)=(c,0)+(a,b)=(c+a,0+b)=(c+a,b)
3-(5-7)=(3,0)(5,-7)=(3-5-0-(~7),3-(~7)+0-5) = (15,-21)
c-(a,b)=(c,0)-(a,b)=(c-a—-0-b,c-b-0-a)=(c-a,c-b)
Og multiplikation af to reelle tal kan udferes inden for det komplekse tallegeme ved:
a-c=(a,0)-(c,0)=(a-c-0-0,a-0+0-c)=(a-c,0)=a-c

Dvs. vores gangetegn fra reelle tal og fra komplekse tal (det rode) ”smelter sammen”.
Det samme sker med addition:

a+c=(a,0)+(c,0)=(a+c,0+0)=(a+c,0)=a+c

Du kan altsa godt - hvilket dog ville vere at gare tingene ungdvendigt kompliceret — regne med
reelle tal ved hjeelp af reglerne fra komplekse tal.
| Eksempel 3 beviste vi de generelle regler:

Setning 4: For alle tal ¢ e Rog (a,b)ngaeIder:
c-(a,b)=(c-a,c-b)

c+(a,b)=(c+a,b)

Det er nu nzerliggende at se pa komplekse tal (a,b), hvor a=0:
(0,b,)+(0,b,)=(0+0,b, +b,)=(0,b, +b,)
(O'bl)'(o’bz):(o'o_bl'bz’O'bz+b1'0):(_b1'b2’0)

Her bemarkes det, at addition opfarer sig pd samme made, som vi observerede hos de reelle tal,
men ved multiplikation sker der noget nyt. Vi ser, at vores multiplikation farer til et reelt tal, samt at
det ikke er vores sedvanlige made at multiplicere (der kommer et fortegnsskift). Vi ser derfor, at

man ikke kunne have betegnet (O, b)som et reelt tal, men vi kan stadig give denne type tal et navn:

Definition 6: Komplekse tal af typen (O,b) kaldes imaginare tal, og mangden bestaende af

samtlige imaginere tal betegner vi her 1.

Der er flere ting at bemarke i forbindelse med denne definition:

o Der er ikke konsensus omkring ordvalget. Nogle matematikere anvender imaginert tal
synonymt med komplekst tal (og kan evt. anvende betegnelsen rent imaginert tal om det,
der her kaldes et imaginzrt tal). Nar det ikke er et problem med denne manglende
konsensus, henger det sammen med, at mangden af imaginzre tal i sig selv ikke er sa
interessant. Det er det komplekse tallegeme, der i sin helhed er interessant.

e Betegnelsen imaginart tal er uforstaelig ud fra det foregaende. Det betyder jo, at tallet er en
slags uvirkeligt tal, vi kun kan forestille os, men det kunne vi allerede have sagt om de
komplekse tal. Navnet haenger sammen med, at det var denne slags komplekse tal, man
historisk set farst stgdte pa, fordi de — som vi senere skal se — fremkommer, nar vi forsgger
at uddrage kvadratroden af negative tal.



e De imaginare tal med regneoperatorerne fra de komplekse tal er IKKE et legeme. Allerede i
Definition 1.2 gar det galt, da der ikke er stabilitet ved multiplikation.

e Det reelle tal 0 kan ifglge Definition 5 skrives (0,0), og dermed er det ogsa et imagineert tal.

Det er det eneste tal, der bade tilhgrer de reelle og de imagineere tal.
e Deter i maengden af imaginare tal, at vi finder det bereamte komplekse tal i.

Definition 7: Det imaginaere tal (0,1) betegnes i, dvs. i =(0,1).

Eksempel 4: Af Definition 7 falger: i2=(0,1)" =(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1.0) =(~1,0) = -1

Vi kan nu foretage fglgende omskrivning:
Seetning 4

(a,b)=(a+0,0+b)=(a,0)+(0,b)=a+(0,b) = a+b-(0,1)=a+b-i
Vi har hermed vist:

Seetning 5: a+i-b=(a,b)

Definitionerne 5, 6 og 7 samt Seetning 5 farer frem til falgende definition:

Definition 8: | det komplekse tal z = (a,b)kaldes a for realdelen og b for imaginardelen.

Realdelen skrives Re(z) og imaginardelen skrives Im(z)
Tallet i kaldes for den imagineare enhed.
Opskrivningen a+i-b eller a+b-i kaldes den rektanguleere reprasentation af z.

Bemark: Bade realdel og imaginardel er reelle tal.

Eksempel 5: Det komplekse tal (4, —5) har realdelen 4 og imaginardelen -5 og kan skrives 4—5i.
Det komplekse tal —~3+i har realdelen -3 og imaginardelen 1 og kan skrives (-3,1).
Man skriver Re(-3+i)=-3 og Im(-3+i)=1
| Eksempel 3 sa vi, hvordan Definition 5 farte til, at man kunne regne med reelle tal ved hjzlp af
regnereglerne fra de komplekse tal. Med indferelsen af den imaginare enhed og den rektangulare
repraesentation af komplekse tal er sammensmeltningen blevet fuldkommen, dvs. vores binzre
operatorer + og - fra Definition 2 er smeltet sammen med de tilsvarende binere operatorer fra de

reelle tal. Eller med andre ord: Vi regner med “helt almindelige” + og -, nar vi opskriver komplekse
tal pa rektanguleer form:

Eksempel 6: Vi adderer og multiplicerer nu de komplekse tal (a,,b, )og (a,.b,)angivet p&

rektanguleer form, hvor vi regner, som om det hele var reelle tal, blot med den ekstra
detalje, at i* =—1 (Eksempel 4).

(a,b)+(a,.b,)=(a, +i-b)+(a,+i-b,)=a +a,+i-b+i-b,=a +a,+i-(b,+b,)=(a,+a,,b, +b,)

(a,b)-(a,,b,) =(a,+i-b)-(a, +i-b,)=a,-a,+a,-i-b, +i-b-a,+i*-b b, =
a1'az_b1'b2+i'(a1'b2+b1'a2):(a1'az_b1'b2’a1'b2+b1'a2)

10



Eksempel 7: Med konkrete tal foregar udregningerne pa fglgende made:
(4-3i)+(7+6i)=4+7-3i+6i =11+3i
(5+7i)-(~2+3i) =10 +15i —14i + 21i* = ~10 - 21+i = -31+i
Maple har 3 forskellige symboler for den imaginere enhed, men du kan ogsa blot

anvende et stort | skrevet med tastaturet.
v Common Symb...

Maples T
imagin%]
enhed 1 o 2 II

Ovenstaende udregninger udfart i Maple:
Stort / skrevet med tastaturet

(4—31)+ (7+61)=11+31
Anvendelse af (4 o 31.) + (7 +6I) =11+ 31
Maplessymboler§(5 + 71)‘(—2 + 3 1) = —31+41

(5+7) (-2+3j)=—31+1

Eksempel 8: | Maple kan man med kommandoerne Re om Im fa angivet henholdsvis realdelen og
imaginardelen af et komplekst tal (Udregningerne i de to nederste ses i Eksempel 7):

Re(-9+61)=—9
Im(-9+61)=6
Re((4—=31)+ (7+61)) =11
Im((54+71)-(-2+31))=1

Opgaverne 502*

Vi kan samle op pa dette afsnit og illustrere vores kendte talmangder med falgende figur:
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Subtraktion, division og komplekst konjugerede

Vi er nu Klar til at se pa, hvordan subtraktion og division foregar, nar man arbejder med
komplekse tal angivet pa rektangulaer form.

Setning 6: Subtraktion: (a+i-b)—(c+i-d)=(a—c)+i-(b-d)

a+i-b a-c+b-d . b.-c—a-d
— = +i-
c+i-d c?+d? c?+d?

Division:

Bevis 6: | Definition 3 fastsatte vi subtraktion pa sedvanlig vis, sa vi har:
((a+i-b)—(c+i-d))+(c+i-d)=a+i-h
Vi husker pa, at regnetegnene nu fungerer som for reelle tal.
Andet led pa venstresiden treekkes fra pa begge sider:
((a+i-b)—(c+i-d))=a+i-b—(c+i-d)=a—c+i-b—i-d=(a-c)+i-(b—d)
Man treekker altsa blot realdelene fra hinanden og imaginzrdelene fra hinanden.

Division er ikke sa simpel. Definition 3 bringer os ikke videre, men vi kan benytte en
egenskab, du maske har opdaget i forbindelse med opgaveregning. Vi forleenger brgken
med ¢ —i-d og husker undervejs, at i* =—1:

a+i-b_a+i-b c—i-d _a-c-i-a-d+i-b-c=i*-b-d _(a-c+b-d)+i-(b-c-a-d)
c+i-d c+i-d c—i-d c®—i-c-d+i-d-c—i*-d® c®+d?

Det smarte — og vaesentlige — er, at vores naevner nu er et reelt tal. Det betyder nemlig, at vi
kan udregne de to brgker, vi far, nar vi nu dividerer begge led i teelleren med naevneren og
far indholdet i Saetning 6.

| beviset og setningen ovenfor indgar to udtryk, der optraeder sa ofte, nar man regner med
komplekse tal, at de har faet deres egne navne:

Definition 9: For det komplekse tal z=a+i-b gelder:
Den komplekst konjugerede af z skrives z eller z"0g er givet ved:

z=a-1-b
Modulus (ogsa kaldet normen, stgrrelsen eller den numeriske veerdi) af z skrives|z| og er givet ved:

|z|=va’® +b’

Udtrykket for modulus af et komplekst tal er identisk med udtrykket for leengden af en vektor i
planen eller afstanden fra punktet (a,b) til origo i et koordinatsystem. Det ser vi pa i naste afsnit,
hvor den komplekse talplan indferes. Men farst nogle konkrete eksempler.

Eksempel 9: Den komplekst konjugerede af 4+ 3ier 4—3i, den komplekst konjugerede af —9—12i
er —9+12i, den komplekst konjugerede af 6ier —6i og den komplekst konjugerede af 7 er 7.

Modulus: [3—4i| = \[3? +(—4)" =0+16 = /25 =5 |4+3i|=4? +3* =5
8+i| =82 +1 =65 |-7i|=(-7)" =7 |-13/= y/(-13) =13
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Som vi sa til sidst i Eksempel 9, fungerer modulus af et komplekst tal pA samme made som den
numeriske veerdi, vi kender fra reelle tal, nar den virker pa et reelt tal, dvs. vores allerede kendte
numeriske veerdi af reelle tal er egentlig blot et seertilfeelde af det mere generelle udtryk inden for de
komplekse tal. Nar vi i naeste afsnit indfarer den komplekse talplan, kan vi da ogsa indfgre en
definition pa numerisk veerdi (modulus), der kan bruges bade inden for de komplekse tal og de

reelle tal. | Maple kan man da ogsa bruge vores velkendte symbol | |samt kommandoen abs til at

bestemme modulus. Hvis man bruger kommandoen norm, skal man veere opmarksom pa, at det
ligesom for vektorer er 2-normen, vi skal bruge.

Den komplekst konjugerede kender vi ikke fra de reelle tal. | Maple kan man anvende
kommandoen conjugate eller ’OverBarOver’, der findes under *Accents’:

W Layout

T Modulgs '4 Wi vhcms
‘/l" NumerisK i conjugate(-9 —121) = =9+ 121 4 4

’ o | PI .

" veerdi |6 7=-61 { ;

s Norm | conjugate(7) =7 ’ =

"v 3—41=5 4
s 1 —
N ; =65 | i i A 4
. 0 m(8 +1,2) 65 | konjugering 4
{4} [4] |—7[F:7 I

Opgaverne 503*

@velse 3: Vis, ved at anvende Definition 9 og regnereglerne for komplekse tal, at der for alle
komplekse tal z=a+i-b gelder:

1)Z-EER

2|7 =+z-2
3)Re(z):%-(z+5)
4)Im(z):%-(z—2)

Subtraktion er ikke svert inden for de komplekse tal, men som vi sa i Satning 6, er division ikke
sa simpelt, da det er et stort udtryk, der indgar. I stedet for at skulle huske det store udtryk kan det
veere en fordel at anvende fglgende metode, der giver mening, nar man ser pa @velse 3.1:

Metode til division inden for de komplekse tal:
Division foretages ved at forleenge brgken med den komplekst konjugerede af navneren.

Eksempel 10: Subtraktion: (12+3i)—(5+6i)=(12-5)+i-(3-6)=7-3i
(—3+5i)—(-8-2i)=(-3+8)+i-(5+2)=5+7i
3-5i (3-5i)-(2-4i) 6-20+i-(-12-10) -7 11

Division: - = : g = _==
2+4i  (2+4i)-(2-4i) 4+16 10 10
7+5i  (7+5i)-(-9+2i) —63-10+i-(14-45) 73 31 i
-9-2i (-9-2i)-(-9+2i) 81+4 85 85

13



I Maple indtastes udtrykkene fra Eksempel 10 med samme notation:

(12431) — (5+61)=7 —31
(-3457)—(-8=21)=5+71
3—571 7 111

2447 10 10
74571 73 311

-9—27] 85 85

Opgaverne 504*

Pa nuvaerende tidspunkt skal du have bemzrket, at nar man arbejder med komplekse tal pa den
rektangulaere form, er addition og subtraktion simpelt at udfere, mens multiplikation og specielt
division er kompliceret.

Vi skal snart have indfert en sakaldt polar repraesentation, hvor det er lige omvendt. Og det er
vigtigt. For klart de fleste formler inden for fysik og andre naturvidenskaber er baseret pa
multiplikation og division, og desuden er potenser og redder — og vi skal snart se pa radder —
baseret pa multiplikation.

Vi skal nu have indfart den komplekse talplan, der ger det muligt for os at illustrere komplekse tal
grafisk.

Den komplekse talplan

Vi ser pa det komplekse tal z=a+i-b. Realdelen er a, og imaginardelen er b, og den komplekse
talplan er sa et helt almindeligt kartesisk koordinatsystem, hvor man afsetter z som punktet (a,b),

dvs. realdelen ud ad farsteaksen og imaginardelen ud ad andenaksen.
Im
;) ol tih

I+1

Re

Opgaverne 505*
Der er flere ting at bemzrke i forbindelse med den komplekse talplan (figurer pa naste side):

e Da addition og subtraktion foregar ved at addere og subtrahere realdelene for sig og
imaginzrdelene for sig, kan operationerne foretages grafisk ved hjelp af stedvektorerne til
punkterne (vektoraddition og -subtraktion foregar jo koordinatvis).

e Et komplekst tal og dets komplekst konjugerede er placeret symmetrisk omkring fersteaksen.

e Vi kan nu komme med en alternativ definition pa numerisk vardi, der galder for bade reelle
tal og komplekse tal:

Definition (alternativ til en del af Definition 9): Den numeriske verdi (modulus, stgrrelse
eller norm) af et komplekst tal er afstanden fra tallet til origo i den komplekse talplan.
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Polaer reprasentation

Nar vi nu indfarer den polare reprasentation af komplekse tal, vil det som navnt vise sig at blive
nemmere at udfgre multiplikationer og divisioner.

Den polere reprasentation gar brug af to begreber: Modulus, som vi allerede kender, samt
argument (eller fase), som vi nu skal have indfgrt. For at ggre opskrivningen nemmere anvendes r
for modulus (det er et passende bogstav, da modulus jo er en afstand i den komplekse talplan), mens
¢ (det graeske bogstav phi) anvendes om et argument, da det — som vi skal se — er en vinkel.
Definition 10: For et komplekst tal z # 0 kaldes vinklen ¢ (malt i radianer) for et argument af z, hvis

z= r-(COS(¢)+i-Sin(¢)), hvor r =|z],
og udtrykket pa hgjresiden kaldes den polare reprasentation af z.
Hovedargumentet af z er det argument, der ligger i intervallet ]—72', 72']
At ger et argument af z skrives ¢ =arg(z), mens hovedargumentet af z skrives Arg(z).

Der er ingen argumenter af tallet 0.

Definition 10 bygger pa vores viden om enhedscirklen, vektorer og parameterfremstillingen for en
cirkel. Hvis z =(a,b), s er hovedargumentet af z alts vinklen regnet med fortegn i intervallet

|7, 7] mellem stedvektoren til punktet (a,b)og en vektor ensrettet med farsteaksen (se figuren p&
naeste side):
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Im (a,b)  _.-Rektanguleer form
z=< a+tib ol _.--Poleer form

) r-(cos(qo)Jr;;in((D))
Re

1 @ | Punktet (a,b) ligger pa cirklen med
centrum i (0,0) og radius r.

a cos(¢)

b sin ()

Af Definition 10 (og figuren ovenfor) falger altsa:

a=r-cos(¢p)

b=r-sin(¢p)

Det er ret simpelt at komme fra polaer repraesentation til rektanguler repraesentation, da man blot
udregner r-cos(¢)og r-sin(g)for at fa a og b:

Eksempel 11: Vi ser pa det komplekse tal z = 6-(005(0,53)+i -sin (0,53)), der tydeligvis er pa

polar form. Vi vil gerne skrive det pa rektanguleer form og udregner
a=6-cos(0,53)=5,180g b=6-sin(0,53)=3,03, hvilket giver os z=5,18+3,03-i .

Om et andet komplekst tal z, oplyses det, at modulus er 3, og et argument er -1,32.
Vi gnsker at skrive det pa rektangular form og udregner:
2, =3-(cos(~1,32)+i-sin(~1,32)) =3-cos(~1,32) +3-sin (-1,32)-i = 0,74 - 2,91-i

Det er ikke helt sa simpelt at komme fra rektanguleer til poleer form, fordi man skal tage hensyn til,

hvilken kvadrant det komplekse tal ligger i. For vi ved, at b_rsinle) sin(p)

2™ Toos(9) =tan(¢), men vi kan

IKKE ud fra dette slutte, at ¢ =tan™ (E] fordi tan ikke er en injektiv funktion. For at indfare
a

arctan (dvs. tan™) var vi ngdt til at indskraenke definitionsmangden for tan til }—%%{ , 0g da
funktioner og deres omvendte funktioner bytter Dm og Vm, er vaerdimangden for arctan derfor

}—%%{ . Dvs. tanl(gjgiver kun veerdier i intervallet }—%%{ , men hvis vores komplekse tal
a

ligger i 2. eller 3. kvadrant, ligger ingen argumenter af tallet i dette interval.
Det er denne problemstilling, vi skal have lgst. Vi har allerede beskaftiget os med en lignende
situation i ”Infinitesimalregning del 3 Setning 327, sa maske virker fglgende figur lidt bekendt:

16



Som vi allerede ved, og som vi kan fa genopfrisket ved at se pa nedenstaende figur, er tan en
periodisk funktion med perioden z, hvilket vi ger brug i argumentationen.

Im
tan(e,) = tan(e,) 7
, Z =

a
Re tan )

tan(g,) = tan(e,)

+i-b

rz
2°2

e Hvis det komplekse tal z=a+i-b liggeri 1. eller 4. kvadrant eller pa den positive del af

farsteaksen (hvilket kan samles under betingelsena > 0), vil g =tan™ (Ej give 0s
a

hovedargumentet af z.
e Hviszligger i 2. kvadrant (z, pa figuren) eller pa den negative del af farsteaksen (dvs.

a<0Ab>0),vil p= tan‘l(gjgive os en vinkel i intervallet }—%,0} (pa figuren vil det give
a
hovedargumentet af z,), og vi skal altsa leegge 7 til resultatet for at fA hovedargumentet for z.

e Hvisz ligger i 3. kvadrant (z,pa figuren), dvs.a<0Ab <0, vilp= tan{gjgive os en vinkel i
a

intervallet } 2{ (pa figuren vil det give hovedargumentet af z, ), og vi skal altsa treekke 7 fra

resultatet for at fa hovedargumentet for z.
e Hvis z er et imagineert tal, dvs. ligger pa andenaksen (a=0), kan vi ikke bruge arctan, men her
er der heller ikke brug for nogen udregning, da vi kan konkludere, at hvis b >0, sa er

Arg(z):%,og hvis b<O,séerArg(z):—%.

Vi har hermed analyseret os frem til falgende:

Fremgangsmade til bestemmelse af modulus og hovedargument ud fra rektanguler form:

For det komplekse tal z=a+i-b, der ikke er 0, gaelder: r=+/a®+b’
a>0 a<0Ab>0 a<0Ab<0 a=0Ab>0| a=0Ab<0

Arg(z)ztanl[g) Arg(z)ztanl(gjwr Arg(z):tan‘l(gj—n Arg(z):% Arg(z):—%
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Eksempel 12: Vi vil bestemme modulus og hovedargument for falgende komplekse tal og
efterfglgende opskrive dem pa polar form:

2, =5-Ti: r=|z|=5+(-7)" =25+49 = 74
Da a>0: Arg(zl)=tan1(gj=tanl(%7j=—0,95

z, = \/ﬂ-(cos(—o,95)+ i-sin (—0,95))

Z,=—4=i:r :|Zz|:\/(_4)2+(_1)2 =V16+1=+17

Da a<0Ab<0: Arg(zz)ztanl(gj—ﬂ:tan1(_—3—7r=—2,90

z, =17 - (cos(-2,90) +i -sin (-2,90))

z,=9i: r=|z,|=+/0°+9* =/81=9

Da a=0Ab>0er Arg(z3):%

)

Husk, at Maple ikke anvender tan™, men arctan:

arctan( _SL) = —0.9505468408

Maple har dog ogsa kommandoen argument, der giver hovedargumentet af et komplekst tal (nogle
gange defineres hovedargumentet til at ligge i intervallet [0, 27r[, men Maple anvender vores

definition, der vist ogsa er den mest almindelige):

5—71=/74 argument(5. — 77) = —0.9505468408
abs(-4—-171)=417 argument( -4. —J) = —2.896613990
971 =9 argument(9 J) :%

Opgaverne 506*

Da sin og cos begge er periodiske funktioner med perioden 27z, er der uendelig mange argumenter
af et komplekst tal, nemlig alle de vinkler, der er hovedargumentet plus et multiplum af 27 :

Im r=\z
., z el
&) \(L\ (/):Arg(z)
arglz)=p+2-w-p
11 G are(2)
r=|z,|=5 1 rz‘zl‘z'/’
3 T
31‘8(22)=T+2'”'P .Zl arg(zl):—g+2-7r-p
¥ —3_71- T
Arg(z,)= 4 Argr(:]):fg
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Multiplikation og division med polaer form

Vi skal ikke se pa addition og subtraktion af komplekse tal angivet pa poleer form. Her vil man
typisk omskrive til rektangulaer form og udfare regneoperationen der.
Sa vi springer direkte til multiplikation. Her far vi brug for additionsformlerne, som vi beviste i

slutningen af VVektorgeometri del 1:
ADDITIONSFORMLERNE

cos(v+Ww) = cos(V)-cos(w)—sin(v)-sin(

cos(v—w) =cos(v)-cos(w)+sin(v)-sin(w)
sin(v+w) =sin(v)-cos(w)+cos(v)-sin(w)
sin(v—w) =sin(v)-cos(w)—cos(v)-sin(w

sin(w)

Vi ser pa de to komplekse tal z, =1, -(cos(g,)+i-sin(¢,))0g z, =r,-(cos(¢,)+i-sin(e,)). Vi

gnsker at multiplicere dem og kaster os hovedkulds ud i det. Bemaerk, hvordan vi i sidste skridt
anvender farste og tredje additionsformel:

2,-7,=1,-(cos (g, ) +i-sin(g,))-1,-(cos(p,) +i-sin(p,)) =
r,-(cos(g;)-cos(,)+cos(p;)-i-sin(p,)+i-sin(g,)-cos(p,)+i’-sin(g,)-sin(p,)) =
rz-(cos(gol)-cos((pz)—sin(¢1)-sin(¢2)+i-(cos(gol)-sin((pz)+sin(¢1)-cos(¢2)))=

-1, (cos(p +,)+i-sin(p +9,))
Vi har altsa vist fglgende setning:

Satning 7: For z, =1,-(cos(¢,) +i-sin(¢p,))og z, =,-(cos(p,)+i-sin(p,)) gelder:

2,-2, =1, -1,-(cOS (¢, + , ) +i-5in (¢, + 0, ))
Eller i ord: Man multiplicerer to komplekse tal ved at multiplicere deres moduli og
addere deres argumenter.

Grafisk kan det illustreres med nedenstaende figur.

AR Im

~“aq “«ph

Re

Det behgver ikke at veere hovedargumenterne, der anvendes. Man kan anvende et hvilket som
helst argument. Det er bare oftest hovedargumenterne, der er angivet i de to komplekse tal. Summen

af to hovedargumenter kan godt ligge uden for ]—72', 72'] , men man kan sa blot addere eller

subtrahere 27z , hvis man gnsker hovedargumentet for produktet af de to tal.
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Eksempel 13: Komplekse tal pa polaer form multipliceres:

(6(cos(~0,31) +i-sin(~0,31)))-(4-(cos(2,64)+i-sin(2,64))) = 24-(cos(2,33)+i sin(2,33))

o5 o)) o] o ot -

6-(cos(7)+i-sin(z))
Ovenfor blev der trukket 27 fra det udregnede argument for at fa hovedargumentet.

(9-(cos(~1,67)+i-sin (-1, 67)))-(% (cos(-2,81)+i -sin(—2,81))j =6-(cos(—4,48)+i-sin(—4,48)) =

6-(cos(1,80)+i-sin(1,80))
Ovenfor blev der lagt 27 til det udregnede argument for at fa hovedargumentet.

Opgaverne 507*
Selvom det kun er fa sider siden, vi indfarte den polere repraesentationsform, er du muligvis
allerede treet af hele tiden at skulle skrive cos(¢)+i-sin(¢), og da vi snart skal arbejde videre med

den polere form i forbindelse med division, roduddragning og ligningslasning, kunne det veere rart
med en kortere skriveméde. Her er skrivemaden cis(¢)en mulighed, der anvendes nogle steder. Vi

skal dog nu se, at der faktisk findes en anden overraskende og smuk mulighed.

Eulers formel og identitet

Nar vi arbejder med reelle tal, kan vi have eksponentialfunktioner med et hvilket som helst
positivt grundtal, men den med grundtallet e er noget ganske sarligt og har faet sit helt eget navn,
den naturlige eksponentialfunktion eller exp. Inden for de komplekse tal bliver den naturlige
eksponentialfunktion helt central, for vi kan ikke uden den give mening til andre
eksponentialfunktioner (og sadan var det jo trods alt ikke inden for de reelle tal, hvor vi sagtens

kunne forsta f.eks. 5" uden at skulle inddrage exp). Inden for de komplekse tal taler vi derfor om

den komplekse eksponentialfunktion, der skrivese®. Som det fremgar, er det en udvidelse af vores
naturlige eksponentialfunktion fra de reelle tal. Ideen er, at man udnytter taylorreekken kendt fra de
reelle tal. I Infinitesimalregning del 2 (og tilhgrende opgaver) viste vi fglgende, som vi skal gare
brug af i dette afsnit:

§ 2 3 X4 XS
e =1+ x+—+—+—+—+—+

2! 31 41 5! 6!

: X' X x

Sin(X)=X——+———+———
31 51 71 9ot 11
2 4 6 8 10

cos(x): LA SR, N SR
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Vi indfarer nu den komplekse eksponentialfunktion med fglgende definition:

Definition 11: Den komplekse eksponentialfunktion betegnes e’ og er givet ved:
2 3 4 5 6 m
L T A » .
2! 3! 4! 5! 6! m=0 M!
Der er flere ting at bemarke ved denne definition:

e Da vi udnytter taylorreekken for den naturlige eksponentialfunktion fra de reelle tal, ved vi, at
den komplekse eksponentialfunktion giver samme resultat som den naturlige
eksponentialfunktion, nar den virker pa reelle tal. Vores komplekse eksponentialfunktion er
altsa en udvidelse af den naturlige eksponentialfunktion.

e Egentlig burde det vises, at reekken er konvergent, sa der er en reekkesum pa hgjresiden. Det
KAN vises, men det er ikke noget, vi kommer ind pa i gymnasiet.

e Vi kan udregne hvert led pa hgjresiden, da teellerne er potenser med heltallige eksponenter
(Definition 4), mens navnerne er reelle tal. Og det er det smarte ved definitionen. Vi kunne
ikke inden definitionen udregne venstresiden inden for de komplekse tal, men det kan vi nu, da
hgjresiden er et udtryk, der kan udregnes inden for de komplekse tal (Satning 2).

e Da Satning 2 geelder for bade reelle og komplekse tal, kan vi overfagre potensregnereglerne

X

e
e*-e’=e"V0g - = e fra de reelle tal, for opskrevet med deres taylorraekker ser den farste af
e

de to potensregneregler ud som:

2 3 2 3 2 3
(1+X+X—+%+...]-(l+y+y y—+...j—[l+(x+y)+(x+y) +(x+y) +]

4
2! 2! 3! 2! 3!

Da brgk- og parentesregnereglerne er ens for reelle tal og komplekse tal, ma der altsa ogsa for
to komplekse tal z, 0g z, geelde:

2 3 2 3 2 3
(1+zl+i+i+...j'£1+zz+Zi+i+...j—[l+(zl+zz)+(Zl+22) +(Zl+22) +J

2! 3! 2! 3! 2! 3!

Man kan gere tilsvarende med den anden af de to potensregneregler. Dvs. man har:

Seetning 8: For de to komplekse tal z, 0g z, geelder:

1 +1,

g1 .e”2 =g

Eksempel 14: Seetning 8 anvendes til at reducere falgende udtryk:

eZ+3i .e5+9i _ e(2+3i)+(5+9i) _ e7+12i
e—5+7i _e3—6i _ e(—5+7i)+(3—6i) _ e,2+i
8-5i
e (8-5i)—(3+2i) _ .5-7i
32— © =€
e
—6+3i
€ (-6430)~(-9-14)) _ 347
~oaam ~ © =e
g 914
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Lad os se pa, hvad Definition 11 fortaeller os, hvis vores komplekse tal er et (rent) imagineert tal,
dvs. z=i-b.Bemark, at b er et reelt tal, sa vi kan udnytte taylorreekkerne for sinus og cosinus

inden for de reelle tal. Desuden anvendes i’ =-1,i*=—i ,i*=1,i°=i,i®=-1,i"=-i ,i®=1,...,

der folger af vores viden om, at i* =—1:

. i-b)” (i-b) (i-b)" (i-b)" (i-b) (i-b)
v geip D) (D) (D) (ibF (b (ib)
2! 3! 41 5! 6! 7!
A Y« R Y« R Y M Yo K Y« K LY o
1+i-b+ + + + + + +..=
2! 3! 41 5! 6! 7!
. b? ik bt ib® b® ib’ b oib’
1+i-b——— +—+ - +—+ o=
21 31 41 51 6 71 8 9l

2 4 6 8 3 5 7 9
(l—b—+b——b—+b—+...j+i-(b—b—+b——b—+b—...j =cos(b)+i-sin(b)
2! 41 6! 8! 3 51 71 9l

Denne overraskende sammenhang mellem den naturlige eksponentialfunktion og de
trigonometriske funktioner dukker altsa op, ndr man arbejder med komplekse tal, og hermed har vi

fundet en simplere méde at skrive vores cos(¢)+i-sin(¢) pa.

A

e

Dvs. vi kan nu omforme ordlyden af vores Definition 10, sa vi kan skrive et komplekst tal med
modulus r og et argument psom z =r-e"?, og denne form skal du leegge meerke til, for det er oftest
den nemmeste form at anvende, ndr man arbejder med komplekse tal.

Vi samler ovenstdende udregninger i en s&tning:

Setning 9: For det imaginere tal i-b geelder:
e'” =cos(b)+i-sin(b) ~ EULERS FORMEL

Det komplekse tal z =0 med modulus r og et argument ¢ kan skrives som:

z=r-e"

Et bergmt specialtilfeelde af Eulers formel er Eulers identitet. Den fremkommer, nar man indsetter
b = 7 i Eulers formel:

e =cos(7)+i-sin(r) < €7 =-1+i-0 < e” +1=0
Det kan virke lidt underligt at flytte -1 over pa venstresiden i sidste skridt, da man normalt ville
foretreekke at have ét led pa hver side af lighedstegnet, og man kan da ogséa nogle gange se

sammenhangen angivet som e = —1, men den er mest bergmt pa den anden form:

Seetning 10: Eulers identitet.

e +1=0

| 1988 blev denne formel ved en afstemning blandt matematikere karet som den smukkeste
matematiske satning (setninger af Euler endte ogsa pa 2. og 5. pladsen). Og det er virkelig en
ganske sarlig seetning. Den imaginare enhed forbinder matematikkens fire vigtigste tal 0, 1, zog e
i denne identitet. Man kan sige, at i (eller nok mere rimeligt de komplekse tal) afslgrer en hidtil
skjult sammenhang mellem vidt forskellige omrader inden for matematikken.
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Satningerne 8 og 9 (Eulers formel) giver os et udtryk for den komplekse eksponentialfunktion, da

vi for et vilkarligt komplekst tal z=a+i-b har:
Seetning 8 Seetning 9

el =¥ = gl = ea-(cos(b)+i-sin(b))

Seetning 11: Den komplekse eksponentialfunktion giver for z=a+i-b:

e’ =e*-(cos(b)+i-sin(b))

Og hermed er vi jo fremme ved et udtryk, der kan beregnes, da a og b begge er reelle, og da vi
derfor kan anvende den naturlige eksponentialfunktion og de trigonometriske funktioner, vi kender
fra de reelle tal.

Eksempel 15: Sztning 11 anvendes til at beregne forskellige veerdier for den komplekse
eksponentialfunktion:

e =e'-(cos(z)+i-sin(r))=e:(-1+i-0)=—e

Her er veardien altsa et reelt tal, selvom eksponenten er et komplekst tal.

Her er veerdien et (rent) imaginart tal.

I gt .(cos(%j +i-sin (%B e’ (% + %)

Verdien er et komplekst tal.

Maple kan ogsa udregne verdierne. Ved at hgjreklikke og veelge Complex Maps og
a+bl Form, far man:
1+I'n a + bl form
e = —

2+ a + bl form 2
< — e

1+ a+b1form) 671\/7 + Ieilﬁ

2 2

(5]

Opgaverne 508*

Med skrivemaden fra Setning 9 kan Setning 7 omformuleres til:

Seetning 7 med ny skrivemade: For de komplekse tal z =r,-e"”0g z, =, -' geelder:

_ i(p1te,)
2,2, =1 -r,-e"r"
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Eksempel 16: Om det komplekse tal z, oplyses det, at |zl| =709 Arg (zl) = % , sa vi kan skrive det

som z,=7-e 3.

Det kan afleeses, at det komplekse tal z, = 5.¢ 2 har modulus 5 0g hovedargumentet —% .

Nar z og z, multipliceres, far man:

T

2,2,=7-€9-5¢e 2= 756177 g5
En multiplikation af to andre komplekse tal:
9 . e0,7-i .11. el,5vi — 9 .11' e(0,7+l,5)~i — 99 X e2,2-i

Maple kan (selvfglgelig) ogsa regne med den komplekse eksponentialfunktion, men facit angives
stadig pa rektanguleer form, med mindre du hgjreklikker og vaelger Complex Maps (Polar form):

9-¢%7.11.65'15 = —58.26161061 + 80.04114399 T
: s lar f
9.el'07.11. &85 = 2222, 501ar(99.00000000, 2.200000000)

Eksempel 17: Da man kan afleese modulus og et argument ud fra formenz =r-e'?, er det meget
nemt at afsatte komplekse tal i den komplekse talplan (hvis man har en vinkelmaler
og lineal). Tjek, at du forstar afsatningen af nedenstdende komplekse tal.

et YT T
<otttV T s
S,

Wi\
,;\”\\1\‘\“ \
PR
AN\ 70

R Jeo

AR

QNN 00
N\ | 50 110

50

\
Ll
80 : ‘,\\\E\\\\\\\,

Opgaverne 510*

Det er altsa nu for alvor blevet nemt at multiplicere komplekse tal (nar blot de er pa formen
z=r-€""), og vi er klar til at tage fat p& division, potenser og radder.
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Division med polar repraesentation

Vi tager udgangspunkt i vores saedvanlige definition pa kvotienten 4 (hvor z, #0), nemlig
2

Z - - - [} i-
—+ .z, =17,. Viskriver de to komplekse tal og deres kvotient pa formen z=r-e"*:
ZZ
z=r-e", z,=r,-¢” og —+L=r-e%
ZZ
Hermed omskrives L.z, = z,til:  r,-e"%.r,-e" =r.e" < r,.r,-e"»%) = ¢

Z2
Da de to moduli skal vere ens, hvis de komplekse tal skal veere identiske, har man altsa:
h
L-rnL=r < L=—=+
I’2
Argumenterne skal kun veere ens bortset fra en evt. afvigelse med et multiplum af 27, dvs.:
P+ = +27Pp S Py=@—@,+27P

Vi har altsa vist fglgende setning (som ogsa blev bevist i opgave 5074 og felger af Setning 8):
Seetning 12: Division af det komplekse tal z, =r,-e"*med z, =r,-e"* (I, = 0) foregdr ved:
i — i . ei'(‘/’l_g’?)
Z, I

Eller i ord: Man dividerer to komplekse tal med hinanden ved at dividere moduli og
treekke argumenterne fra hinanden.

Igen skal man vare opmaerksom pa, at man kan anvende et hvilket som helst argument for hvert
komplekse tal, og selv hvis man anvender hovedargumenterne, kan man risikere, at man for

kvotientens argument ender uden for intervallet ]—71'72'] men man kan i sa fald blot addere et

passende multiplum af 2, hvis man gnsker at angive hovedargumentet (arg(z) = Arg(z)+2zp).

Bemeerk, at Seetning 12 forteller os, at division felger den 2. potensregneregel, hvilket gar
udregningerne nemmere, da du kan regne, som du er vant til.

2z 4
il it

Eksempel 18: Vi ser patallene z,=12-¢ 3 ,z,=4-e 4 ,z,=2-¢ 2,7, =15-e"? 0g z, =5-¢ %
Nogle kvotienter udregnes:
(27 7 51
i = E.elv[i_zj =3. el.E

, 4
if27_(_7 z 57
i:% (3 (ED=6 e ¢ =6-e © (2 ertrukket fra argumentet)
3

_3.g215i

5
i _r_27 —i-7—” i.sl
% E-e[ 2 3]=%-e 6 :%‘e 6 (27 er lagt til argumentet)
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Husk, det er ikke noget krav, at man anvender hovedargumentet. Den sidste kvotient i Eksempel
I 197 LM

18 kunne ogsé godt veere angivet %-e_"ﬁ eller %-e_"ﬁ eller E-e"T eller ...

Det er samme komplekse tal, der angives, uanset hvilket argument af tallet, der anvendes.

. i z
Eksempel 19: Tjek, at du kan se, hvordan produkterne z,-z,09 z, -z, samt kvotienterne iog =
z, 1,

er fremkommet.

Opgaverne 515*

Potenser

Vi kan benytte setningerne 7 og 12 (multiplikation og division) til at bestemme z" (n € Z) , Nar

z=r-e". Setningen lyder:

Seetning 13: For det komplekse tal z = r -e"* gaelder folgende, nérn e Z:

Zn — I,n .ei-n-go

Igen skal det bemzrkes, at man kan anvende et hvilket som helst argument for z, og n-¢ er ogsa

blot et eller andet argument for z", hvor man igen kan fa hovedargumentet ved at addere et
passende multiplum af 2z .
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Et seertilfeelde af Seetning 13 blev opdaget af Abraham de Moivre (1667-1754) og kendes som
De Moivres formel:

(cos(@)+i-sin(p)) =cos(n-p)+i-sin(n-p)
Men Satning 13 er jo bade kortere og mere indholdsrig, sa vi skal ikke bruge tid pa ovenstaende.
Seetning 13 bevises ved et sakaldt Induktionsbevis (hvilket kan virke som et lidt pudsigt navn, da

beviset — som alle andre matematiske beviser — er aksiomatisk-deduktivt, men det skyldes, at det er
baseret pa Induktionsaksiomet, der sadan set blot slar fast, at induktionsbeviser er gyldige):

Bevis 13 (Induktionsbevis): Vi vil gerne vise, atz" =r"-e""?er sandt for allene Z, ndrz=r-e'*,
og med et induktionsbevis sker det ved at vise 2 ting:
1) Farst vises, at udsagnet er sandt for et (velvalgt) n. Her vaelges n=1, og vi ser med det

samme, at udsagnet er sandt, for medn=1har manz' =r*-e'*? < z=r-¢€".
2) Vi skal nu vise, at hvis udsagnet er sandt for n, sa er det ogsa sandt for n+1. Bemaerk, at nu
ser vi ikke leengere pan =1, men pa et hvilket som helst n. Sa vi antager nu, at udsagnet er

sandt for n, dvs. z" =r"-e"™. Vi kan s& udregne:
Setning 3.1 Antagelsen Seetning 7
Zn+1 _ 7", Zl _ " .ei»n«p .- ei~¢> - r".r. ei'(n<(p+(p) _ rn+1 . ei-(/)<(n+1)

Dvs. vi kan se, at udsagnet sa ogsa er sandt for n+1.

Nar vi sammenholder 1) og 2), har vi vist, at udsagnet z" = r"-e"* er sandt for allen e N, for 1)
har fortalt os, at det er sandt forn =1, og ifglge 2) ma det sa ogsa veere sandt forn=2. Og nar
det er sandt for n=2, ma det ifalge 2) ogsa vaere sandt for n=3, og nar det er sandt forn =3,
ma det ifglge 2) ogsa veere sandt for n=4. Og saledes kan man fortsette.

Men vi skulle jo vise, at udsagnet er sandt forn e Z, sa i dette tilfeelde er vi ngdt til at udvide
punkt 2):
2) fortsat: Vi vil nu ogsa vise, at hvis udsagnet er sandt for n, sa er det ogsa sandt forn—1. Sa vi

antager, at udsagnet er sandt for n, dvs. z" =r"-e"™. Vi udregner sa:

Setning 3.2 n Antagelsen
n-1 Z r
z = 1 = i = —€

z r-e” r

Dvs. udsagnet er sa ogsa sandt forn—1.

; Setning 10
n Ain n
r -e 4 i~(n~(p—(/;) — rn—l . eiAw(n—l)

Nar vi sasmmenholder 1) med den fortsatte del af 2), kan vi sige, at 1) fortzeller os, at udsagnet er
sandt for n=1, og 2) fortzller os sa, at det dermed ogsa er sandt for n=0, og nar det er sandt
for n=0, er det ifglge 2) ogsa sandt forn=—1, og nar det er sandt forn=-1, er det ifglge 2)
ogsa sandt for n=-2, og nar det er sandt for n=-2, er det ifglge 2) ogsa sandt for n=-3, osv.

Det er hermed vist, atz" =r"-e"™”er sandt for allen e Z.

Induktionsheviser anvender implicit aktuel uendelighed, dvs. de sakaldte intuitionister, der blev
omtalt i forbindelse med uendelighedsbegrebet, accepterer ikke denne type beviser, men bortset fra
hos denne (ubetydelige) sidegren er de bredt accepteret. Man skal blot vaere opmaerksom pa, at man
ikke overser noget, nar man argumenterer i skridt 2). For hvis argumentet ikke holder, nar f.eks.

n =3, bryder det hele sammen (der er konstrueret forskellige ”snydebeviser”, hvor man netop
narrer laeseren med en argumentation, der egentlig lyder rigtig, men ikke holder for et enkelt n).
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Satning 13 forteeller os, hvordan vi oplgfter i en given heltallig potens. Bemark, at vi allerede i
Satning 3 indferte potensregnereglerne, men de gjorde os ikke i stand til helt konkret at beregne en
potens. Vi ved nu, at modulus behandles som potensoplaftning inden for de reelle tal, mens
argumentet skal ganges med eksponenten (hvorefter man evt. kan korrigere med et multiplum af
27). Vi ser pa nogle eksempler:

.
I-—
4.

Eksempel 20: Vi udregner forskellige potenser af z=2-¢e *:

'=2-e* = l.ei.(_l)’;:%.e_i
22=22-ei‘2‘%:4 e? o .
3 72=92.¢ el o
F e i ge t 4
. g 5L
4 4. I<4~Z_ . 4 i0.% z 2 e =—-€
7"=2"-¢e _16e5 20:20.604:1@0:1 ] 8l
5 _ o5 |5%: ' i-% Z74_274 e'(“‘)X:__e—l;r
’=2"-e 32-e 3 16
76 — 98 el~6<1 —64 e|-7 5 _ oS 'eiA(,s).% _ i.e,.%’f
i7.% i.7i 32
7'=2".e 4=128-¢ ¢ i(-6)-% 1 =i
” 7°=2%¢ 4= ?
28 =2°.0" 4 = 256" o4

I den komplekse talplan ligger de forskellige potenser pa falgende made. Bemeerk, at skalaerne pa
de to figurer er gjort forskellige for at skabe plads til bade positive og negative eksponenter, dvs.

figuren til hgjre kan placeres inden i den mindste cirkel pa figuren til venstre (z°er indtegnet pa
begge figurer):

Im Im
-5
3 -4 Z -6
2 ; z
4 z cZ;] Z
‘Z .‘?) Re \\\ .&/’/0’125 Be 0
Z4 3 16 32 o b 0,25 0,5 1z
= 2
.Z_ o -/
z
5
e Z

| ovenstaende eksempel danner punkterne en spiral. Nar man ser pa komplekse tal med modulus 1,
ligger alle potenserne pa enhedscirklen (se Eksempel 21), og hvis hovedargumentet desuden kan
skrives som ZTE , hvor ne {3, 4, 5,6,7,...} , danner potenserne hjgrnerne i en regulaer n-kant (se
Eksempel 22).
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Eksempel 21: Nogle potenser af to komplekse tal med modulus 1 illustreret grafisk (de rede
cirkler er enhedscirkler):

Eksempel 22: Nogle potenser af komplekse tal med modulus 1 og argumentz'T” :

Bemark, at nogle potenser ligger oven i hinanden. Igen ligger nogle potenser oven i hinanden
Feks.er z° =709 2°=7". men det er ikke angivet pa figuren.

Zhim
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Det med, at potenserne ligger oven i hinanden, ma virke bekendt for enhver, der har beskaftiget
sig med at udregne potenser af de to komplekse tal med modulus 1, der ogsa er reelle tal, nemlig -1

0g (-, 1707 17 10,227, 1°,..)0g (- (<2) 74 (=2) 7 (<1 (-1 (<2)! (<) (-2) )

Opgaverne 520*

Rgdder

Med Setning 13 fik vi helt styr pa potenser med heltallige eksponenter, og det er forudsatningen
for at kunne arbejde med radder. For inden for de komplekse tal defineres rgdder pa (naesten)
samme made som inden for de reelle tal, saledes at vores rgdder inden for reelle tal igen blot bliver
et seertilfeelde inden for de komplekse tal:

Definition 12: Ladn e Z\{0}. Den n te rod af det komplekse tal z skrives &/z og er de komplekse
tal, der oplgftet i n’te potens giver z, dvs.:

() -

Som det fremgar af definitionen, er roduddragning ikke en entydig operation. Der er flere tal, der
opfylder definitionen i en konkret situation. Men det er jo heller ikke noget nyt. Der er f.eks. 0gsa to
tal, der opfylder x* =9, og vi har s blot valgt at gare kvadratroden entydig ved at udvelge det
positive tal, der kvadreret giver 9. Vi kan ogsa gare de komplekse redder entydige ved at indfare
hovedverdien af roden. Men farst skal vi have styr pa, hvilke tal der opfylder Definition 12:

Seetning 14: Ladn e Z\{O} og z=r-e"?, hvor r er modulus og @et argument af z. S er:

L Q+27-m

Yz=tre » ,mef01,2,3,..|n-1}

Hvor &/ er den komplekse n’te rod, mens ¢/ er den n’te rod inden for de reelle tal.

Eksempel 23: Sztning 14 anvendt pa et negativt tal (bemark, at vi allerede kendte den ene verdi):

i_7z+2-7r-0

2.e 3 =2-e
; i_7z+2-7z~m i~”+2‘”.1 i»s—” )
Y-8=38-e" =3B.e 3 (me{0,1,2})= 2. 3 =2.e3= 2.¢7=2
T+2-7-2 .57

Pa figuren til hgjre er det illustreret grafisk.
Tjek, at du kan se, hvordan det for alle de tre
veerdier af kubikroden geelder, at nar de kuberes, J/—8

i =/ |®
giver det -8. ;8 —b' il Re
Prav ogsa at gennemskue, hvorfor der ikke er flere o
end disse tre tal, hvorom det gzelder. ~8

Den rade prik med en sort prik indeni angiver
hovedveardien for roden, hvilket vi indfgrer senere.
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Eksempel 24: Ifglge Saetning 14 kan rodeksponenten godt vaere negativ, og argumentet behgver
ikke at veere hovedargumentet:

87 A8 orm
{243. =%-e*5(3 ) (me{0,1,2,34})=

Bemeerk, at rgdderne ligesom potenserne
placerer sig i hjgrnerne af en regulaer polygon.
Modulus for z er sa stor, at tallet ikke kan

komme med pa figuren, men den bla pil angiver

retningen, der er sammenfaldende med den ene

veerdi for roden.

Igen er den rade prik med en sort prik indeni

hovedvardien af roden.

i (8x . 8r
1 ‘ej'(?+2”'0j 1 -eiln%
/243 3
1 . %(8?”447[»1] B 1 .e—l lf—;
/243 3
i (8x V4 .27
1 e:—,(?z”‘z] P l.e"%
/243 3 3
i (8x V3 L Ar
1 slee) 1 % 1 %
/243 3 3
1 sl 1 2% 1 %
/243 3 3
.‘Z
“\ 7\5/_ Im
\ v -5
= o z
1
3
\/,. Re
-5
Z
®
Jz
e

N
L

Eksempel 25: Vi ser nu pa en rod, vi allerede kender fra arbejdet med reelle tal, men som nu
“udvides”, nér der arbejdes med komplekse tal.

. 0+27:m

4625 = 4/625.e" = 4/625 . *

(me{0,1,2,3})=

Igen placerer rgdderne sig som hjgrnerne i en

reguler polygon.

Og igen er den rgde prik med en sort prik indeni
hovedverdien af roden. Bemeerk, at hovedvardien
svarer til den veerdi, vi far inden for de reelle tal.

Vi kan nu forsta Maples lgsning af nedenstaende

ligning:

solve tor z

A =625

.0+27:0
5.e 4

=5.e" =5 Hovedverdien

04273 37 i E
5.6 4 =5.¢ 2 =5.¢ 2=_5
i,"E‘Im
oY
— V625
\‘;'()233 ‘__B_e_ __________ ..625
5
"
V625

[[z=5], [z=—=5], [z=51], [z=-51]]
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Eksempel 26: Vi ser nu pa nogle kvadratrgdder:
Farst et positivt reelt tal: m

i~0+2”'0

: J4-e 2 =2.¢°=2 Hovedvardien
[ _ [ i0 _ -2
4=vhde" = [ 0+27d

Jae 7 =2."=2
Sa et (rent) imaginert tal:

Re

Re

270
i.L i.x i
. / iz ﬁ-e 2 =e¢ 4 Hovedveardien
\/I: 1.e 2 — 1Re
Tion1 5 3
i- i—r -7
,\/i,e 2 =@ 4 =@ 4
Sa et negativt reelt tal: g
\/» |.7r+27r0 iz
, l-e 2 =e 2=i Hovedverdien
[_1: ll.elvr — -'|= -
i'7r+2/z'~l i~3—” —i»z
Jle 2 =e2=¢ 2=
o —."'
Sa et komplekst tal: o
) —2?”4—271"0 T
i . )
ge—i»z?” J9-e 2 =3.¢ 3 Hovedverdien .
- , -
i'—?’ﬁzﬂ-l 2 .
Jo.e 7 =3¢3
[ ]

Bemeerk, at redderne placerer sig som endepunkter pa en diagonal i en cirkel med centrum i origo.
Det svarer til en reguler 2-kant, hvis man regner 2-kanter med blandt polygonerne.

Vi har nu set, hvordan rgdderne placerer sig i forhold til hinanden og er Klar til at fastsette

hovedveardien:

Definition 13: Hovedverdien af en rod er veardien svarende tilm =0, nar man i Saetning 14 lader ¢

veere hovedargumentet af z.

@velse 4: Tjek, at Definition 13 passer med angivelsen af hovedveerdien i eksemplerne 23-26
(bemeerk, at du i Eksempel 24 farst selv skal finde hovedargumentet).

Maple anvender den komplekse roduddragning og angiver kun hovedveardien (selvom resultaterne
er angivet pa rektangular form, kan du godt sammenligne dem med de rade prikker med en sort

prik indeni fra eksemplerne 23-26):
378, = 1.000000000 + 1.732050807 I

-5. I8:n
E at 5 digits
243.-¢ = —>0.30451 — 0.135581

4 at 5 digits
625 = —> 5.0000

J-1=

-I2n
3 at 5 digits
9.-e = —1.5000 — 2.59811
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Bevis 14: Viser patal z=r-e"?. Satning 14 bevises ved at vise fire ting:
1) De angivne verdier opfylder Definition 12.
2) De angivne verdier er forskellige.

3) For ethvert heltal m geelder, at veerdierne for m og m+|n|er ens.
4) Hvis m ikke er et heltal, opfylder den pagaldende veerdi ikke Definition 12.

@+27-m
Ad 1: Vi ser pa et tal pa formen Qﬁ-el ", hvor mer et helt tal (det begraensede antal m-vaerdier
er indeholdt i denne mangde). Seetning 11 anvendes til at oplgfte et sadant tal:

. @+27-m n . p+27-m
n j oremm W\ i(p+27-m) ;.
Yre 0 :(\/r) e " =r-e =r-e?’=z

Undervejs blev det benyttet, at nar m er et heltal, sa er 2zmet multiplum af 27 .

Ad 2: Moduli er ens for de forskellige veerdier, sa nar det skal vises, at disse er forskellige, skal
der ses pa argumenterne. Disse skal ikke blot vaere forskellige (det er de oplagt, da
veerdierne for m er forskellige), men ma heller ikke afvige fra hinanden med et multiplum af
2r .

Da £127AM _# 27-™ ogdam< In|, vil man addere (eller subtrahere hvis n er negativ)
n

n n

et tal til % , der er mindre end 277 , og dermed kan to verdier ikke afvige fra hinanden med

et multiplum af 27 .

Ad 3: Lige som ovenfor bemarkes det, at moduli for veerdierne er ens, sa nar det skal vises, at
veerdierne er ens, skal det vises, at de afviger fra hinanden med et multiplum af 27 :
+27z(m+|n 2r-|n n
o+2m(m+| |)=g0+27zm+ | |:g0+27rm+2ﬂ_.uz(p+27rmi2” (dam
n n n n n n n

=+1)

Ad 4: Nu ses pa situationen, hvor m ikke er heltal:

i'(p+27r»m i'(p+27r<m‘

n
[Q/F-e n j=(Q/F)”_e v et = g

Da m ikke er et heltal, afviger argumenterne ikke fra hinanden med et multiplum af 27z , og
dermed ar nntengen ikke lin 7

I Definition 12 indfertes den n’te rod af et komplekst tal med (Q/E)n =z . Bemark, at der IKKE

geelder Q/ZT = Z (<forkert), for hgjresiden er entydig, mens venstresiden er flertydig (venstresiden
svarer til |n| forskellige tal). Men igen kender vi allerede denne problemstilling fra de reelle tal, for

her geelder jo 14/(—2)4 = 2= -2, da roden er defineret til at veere et positivt tal. Sa i denne

problemstilling hjeelper det altsa hverken at gare roduddragning entydig (reelle tal) eller flertydig
(komplekse tal).

Man kan godt ligesom inden for de reelle tal udvide potensbegrebet for komplekse tal, sa
eksponenterne ma vare rationale og irrationale. Faktisk kan man ga hele vejen og oplgfte
komplekse tal i komplekse potenser. Men det ser vi ikke pa her. Vi skal nu se lidt mere pa
kvadratradder og derefter have set pa tre udvidelser af funktioner, vi kender fra de reelle tal.
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Kvadratrgdder

Satning 14 omhandler den n’te rod og dermed ogsa kvadratroden (n = 2) , sa egentlig er der ikke

brug for flere seetninger, men for at gere arbejdet med andengradsligninger nemmere, tager vi her
kvadratrgdder for sig selv.

Seetning 15: For den flertydige komplekse kvadratrod -/ gelder fglgende, hvor </ er den
entydige reelle kvadratrod:
Jz =++/z , nér z er et positivt reelt tal.

J0=0

\/_ ==i-+/—Z, nar z er et negativt reelt tal.
i

Jree?

\/F'ei-[%ﬂrj

Ji-

,nér z=r-e" er et komplekst tal (z =0)

12 (m € {0,1}) - \/F.e:f(p*”j |
Vel

Hermed er sidste linje i Seetning 15 vist. Vi skal derfor kun se pa de tre fgrste udsagn:

Bevis 15: Satning 14 giver, at for z=r-eer Jz =%z = ¥r -e

Positivt reelt tal: Her er hovedargumentet 0, sa man har:

5 Jre? =1 = Jr

(0
i —+7 .
NG BN
Tallet 0: Her siger nulreglen, at hvis et tal kvadreret giver nul, sa er tallet 0.
Negativt reelt tal: Her er hovedargumentet 7, sa man har:

. Jre® = ri =i z

\/F-ei'(%”j:\/?ei%: Jre'z = Jr (=) =—i-r

Bemaerk, at uanset om z er et reelt, imaginert eller komplekst tal, er de to veerdier for kvadratroden
hinandens modsatte elementer (hvilket pa polar form angives ved at addere argumentet med 7).

Eksempel 27 (Fortszttes pa naste side): Nogle komplekse kvadratrgdder udregnes:

J9=+/9=13 J625 = +./625 =425 A=+1=41 17=2017
J=9 =+i-/9 = 43i J=625=4i-/625 =425 J-1=+.il1=4 -17==i-/17

| nedenstaende udregninger omregnes til hovedargumentet:

.27 o
2 |16-e32 =43 ——  [/23.%
16-6 3 = \/_ 23.e0,3l — e .
i{ﬁ.m] 47 2w 23. e|<(0,15+;z) _ \/E ) e.A(ovlg,_,,)
J6-e'® J=4.¢ 3 =4.¢ 3 v

34



Eksempel 27 (fortsat):
Hvis det komplekse tal er pa rektangulear form, skal man udregne modulus og et argument for

at kunne uddrage kvadratroden. Vi gnsker at bestemme +/3+7i :
Modulus beregnes: |3+ 7i| =+/3° +7° =+/9+49 =+/58 = 7,616

. 7
Argumentet beregnes (a>0): Arg(3+7i)=tan™ (5) =1,166

. 1166

Sier V31T o) \/7.616-¢ 2 =2,76-¢"" =2,30+152i
7,616 -7 — 2 76.¢372 = _2 301,52

Opgaverne 530*

Den komplekse logaritmefunktion

Igen er det sadan, at nar vi snakker om den komplekse logaritmefunktion, sa er det egentlig den
naturlige komplekse logaritmefunktion, dvs. det er udvidelsen af vores naturlige logaritmefunktion
fra de reelle tal.

Vi tager udgangspunkt i vores komplekse tal z =r-e"” pa polaer form med modulus r og argument
¢ . Hvis vi anvender vores logaritmedefinition og den farste logaritmeregneregel fra de reelle tal,
far vi fglgende, nar vi tager logaritmen pa begge sider:

In(z)=In(r-e")=In(r)+In(e”)=In(r)+i-p

Og pa denne made definerer vi den komplekse logaritmefunktion:

Definition 14: Den komplekse logaritmefunktion angives In og virker pa et komplekst tal z
forskelligt fra O ved:

In(z)=In(r)+i-¢
Her er r modulus og @et argument af z.

In pa hgjresiden er den naturlige logaritmefunktion fra de reelle tal.
Hovedvardien af den komplekse logaritmefunktion angives Ln og er givet ved:

Ln(z)=In(r)+i-@roueq -
hvor ¢, €r hovedargumentet af z.

Bemark fglgende:

e Den komplekse logaritmefunktion giver ligesom roduddragning ikke entydige
funktionsveerdier. Faktisk er der uendelig mange funktionsveerdier, der afviger fra
hverandre med et multiplum af 27zi, fordi argumenterne afviger med et multiplum af 27 .
Dvs. hvis vi kender én funktionsveerdi w for logaritmefunktionen, vil enhvert af tallene
w+27i-p, p € Zogsa vaere en funktionsveardi for logaritmefunktionen.

e Hvis man vil have en entydig logaritmefunktion, skal man arbejde med hovedverdien, der
er baseret pa, at man anvender hovedargumentet af det komplekse tal.

e Nar man anvender hovedvardien af den komplekse logaritmefunktion pa et reelt tal, far
man samme vardi, som den naturlige logaritmefunktion giver (hvilket jo ogsa er et krav,
hvis det skal fungere som en udvidelse).
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Eksempel 28: Vi tager logaritmen af et positivt reelt tal, et (rent) imaginert tal, et negativt reelt tal
og et komplekst tal:

Positivt reelt tal (bemeerk, at det i farste skridt omskrives til komplekst tal):
Ln(e)= Ln(e-ei'o): In(e)+i-0=1

In(e)=1+2zi-p , peZ

Imagineert tal:

V4

Ln(i)= Ln(l.ei‘z]:m(l)”.ﬁzi%

2
In(i):i-%+27ri-p , peZ
Negativt reelt tal:
Ln(—e7):Ln(e7-e“”):ln(e7)+i~7z:7+i-7z
In(—e7):7+i-7z+27zi-p , PeZ
Komplekst tal:

Ln( L+ j:Ln( V2 i'ZJ:m(e—S)H.%:_gH.E

— .e
\/E.es \/E.eg 4
In(\éﬁéajz—8+i%+2ﬂi~ p, peZ

Nogle af ovenstaende veerdier er angivet i den komplekse talplan nedenfor (hovedveerdierne er
markeret med en hvid prik i midten). Bemeerk, hvordan alle vardierne for et konkret komplekst tal
har samme realdel, mens imaginardelene afviger fra hverandre med et multiplum af 27 (den bla
og rade farve pa figuren har ikke noget med farverne ovenfor at gere).

® mﬂi)'

n 5 .In(e)
V2e In(_eT)
‘ | In(e)
In(-e’
{1+i ) ; ° ( )
In = Ir)(l)0
\W2cg ¥! In(e) Re
1
. .In(-e7)
In 1_ ': In(l).
W2e /@ o/N(e)
7
.In(-e )
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Eksempel 29: Vi ser pa nogle vardier for logaritmen virkende pa tal placeret pa enhedscirklen:

il
Lnle ' 12 :In(l)—i-&:O—i-ﬁz—i-&
12 12 12

iz 57 i3 37 -2z 2r i T
Lnje 6 |=—i-— Lnle *4 |=—i-— Lnle 3 |=—i-— Lnle 2 |=—i-= o09V...
6 4 3 2

Nar z har modulus 1, vil logaritmen til z altsa veere imaginzrt, hvilket er illustreret nedenfor:

Im'3n

Im In(z) ¥,
Z Ve T

\ /1 _! _Re
\ / =

$-27

Som man kan se ud fra Definition 14 (og ovenstaende eksempel), ligger hovedvardierne for
logaritmefunktionen i et band omkring farsteaksen:

Im

Maple angiver hovedvardien, nar man tager logaritmen af bade reelle og komplekse tal. Da Maple
fortolker log som In, kan man anvende begge dele. Nogle gange kan det veere ngdvendigt at
hajreklikke pa udtrykket og vaelge Complex Maps for at finde veerdien:

log(7) = % "

log(—eT) = m»?-l—lﬂ

it
m{ \/1_+ISJ_ a + bl form _ln(22) -l—ln[ ﬁ]+1_ﬂmmglf} PRt
V2

8 4 4

Opgaverne 535*
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De komplekse sinus- og cosinusfunktioner

Vi udvider sinus- og cosinusfunktionerne til de komplekse tal ved igen at tage udgangspunkt i
taylorreekkerne inden for de reelle tal. Dvs. vi siger:

Definition 15: De komplekse funktioner sin og cos er givet ved:
3 Z5 7 9 11 13 15 2m+1

; Z 7' 70 1 Z Z © m Z
O e T R A TR TR TR TR A (2m+1)!

2 4 6 8 10 12 14 7 2m

Z YA z z YA z z (_1)m . (Zm)!

cos(z)=1-—+———+———+——+..

2! 41 6! 8! 10! 12! 14!
Med Definition 15 sikres det, at de komplekse sin og cos giver det samme som de reelle sin og
cos, nar de virker pa reelle tal.

=
Lbs

| Seetning 8 fandt vi en sammenhang mellem de trigonometriske funktioner og den komplekse
eksponentialfunktion, nar denne virker pa et (rent) imagineert tal. Vi skal nu se, at en lignende

sammenhang geelder generelt for komplekse tal. Der tages udgangspunkt i definitionerne 11 og 15:
2 3 4 5 6 7 8

et =lrz4 4L L 222 (Definition 11)
2! 31 41 51 6! 71 8!
2 3 4 5 6 7 8
e =1tz 2 i iy Z i 2 . 2 L (Herudnyttesi?=—1i°=—i,i*=1i°=i,.)
! 3! 41 5! 6! 71 8!
2 3 4 5 6 7 8
e’”:1—i-z—z—+i-Z—+Z——i-z——z—+i-z—+z—+... (Her udnyttes seetningerne 2.3 og 2.4)
2! 3! 41 5! 6! 71 8!
. A S AR L : . .
i-sin(z)=i-z—i-=—+i-——i-=—+i-——...(Identiteten i Definition 15 er forleenget med i)
5! 7! 9!

@velse 5: Tjek, at du har styr pa, hvor i’erne og fortegnene kommer fra i ovenstaende.

Vi kan nu se, at der geelder fglgende (tjek igen, at du kan se, at fortegnene og i’erne passer):

Seetning 16: For ethvert komplekst tal z geelder:
e"* =cos(z)+i-sin(z)

e =cos(z)—i-sin(z)

Hvis man i stedet gnsker at isolere cos eller sin, kan det ske ved at addere eller subtrahere de to
ligninger:

e +e" =(cos(z)+i-sin(z))+(cos(z)-i-sin(z)) < e +e'* =2-cos(z) = cos(z):ei.z J;e_i'z
e —e " =(cos(z)+i-sin(z))—(cos(z)—i-sin(z)) < e —e'* =2-i-sin(z) < sin(z)= ' ;ie‘”
1 1 (-i) i o _gte T

Vi har altsa vist, at der gzelder falgende udtryk for de komplekse trigonometriske funktioner:

38



Seetning 17: For ethvert komplekst tal z geelder:
ei-z + e—i~z

cos(z) = 5

Ved hjeelp af Setning 17 kan vi nu forholdsvis let finde sinus- og cosinusvardier for (rent)
imagingre tal:

Eksempel 30: Seetning 17 benyttes til at beregne fglgende:

1

i, i 1,41 —+€ i-2i i-2i 2, 42

cos(ij=2—°2 =2 T e L1431 cos(2i)=S—2¢ _& *€ 37623
2 2 2 2 2
1 —i2i i 2 a2

B sin(2i)=i-=———=i.2 "% ~3,6269

sin(i)=i- =i =i-—£ ~1,1753i 2 2
2 2 2
I Maple indtastes det helt almindeligt, men Maple omskriver som udgangspunkt udtrykket ved
hjeelp af de hyperbolske funktioner cosh(x)= i og sinh(x)= €
at 5 digits
cos(/) =cosh(1) —— 1.5431

I
sin(/) =Isinh(1) —— 1.1752 1
cos(2.7) =3.762195691
sin(2. /) = 3.626860408 1

Opgaverne 540*

Ved at benytte Seetning 17 og regne lgs, kan man se, at nogle af vores velkendte sammenhange
fra de reelle tal ogsa geelder inden for de komplekse tal:

i-(-2) —i(-2) —j-z iz iz —iz
cos(—z):e +2e _& ;e _& +2e =cos(z)

sin(-z) =i- S —=i- 2 —F— - . £ sin(z)
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Seetning 18: For ethvert komplekst tal z geelder: GRUNDRELATIONEN

cos(—z)=cos(z) sin(—z)=-sin(z) cos®(z)+sin®(z)=1

Eksempel 31: Med tallene fra Eksempel 30 afprever vi grundrelationen i to konkrete situationer:
cos?(i)+sin?(i)=1,54317 +(i -1,1752)2 =2,3811-1,3811=1
cos? (2i)+sin? (2i)=3,7622% +(i-3,6269)" =14,1541-13,1541=1
Det er veerd at bemaerke, at vores komplekse sinus- og cosinusfunktioner godt kan give veerdier
med bade realdel og imaginerdel uden for intervallet [-1,1]. Men grundrelationen holder alligevel.
Man kan benytte saetningerne 17 og 11 til at beregne sinus- og cosinusveerdier for komplekse tal,

selvom det ikke er sa nemt som for imaginzre tal:

Eksempel 32: Beregninger pa en reekke komplekse tal:
g0 | o135 o83 | 53 e (cos(3)+i-sin(3))+e’-(cos(-3)+i-sin(-3))

cos(3+5i)= = = -
2 2 2
e +e®)-cos(3 e —¢e*)-sin(3
( 2) @), 2) ®)__13.467-10,472
Sin(3+51) =1 —i-(3+5i)2_ei-(3+5i) Zi‘e5—3i _2e5+3i =i-e5 .(cos(—3)+i-sin(—3))2—e5 .(cos(3)+i.sin(3)) _

_(e°—e®)-cos(3)

. , (e°+e®)sin(3) (e*+e®)-sin(3) . (e°—e®)-cos(3)

—i°- = +1- =
2 2 2 2

10,473-73,461i
Grundrelationen testes endnu engang:
cos? (3+5i)+sin® (3+5i) = (~73,467-10,472i)" + (10,473~ 73,461i)" =
(5287,790+1538,634i) + (—5286, 790 -1538,634i) =1

Og sa en enkelt — ikke helt tilfeeldig beregning — der antyder, at der ogsa for de komplekse
funktioner optraeder en periodicitet:

cos (7 +2i) = g2 zei‘(’”ﬁ) _ ez*"”;e“” _ e’ '(COS(ﬂ)-i-i -sin(ﬂ)) +2e2 -(COS(—ﬂ)—f- i -sin (—7[)) _
2 (1+i- 2 (_14i. a2 a2
e’ (—1+i 0);e (—1+i 0): e : e 3762

Sammenlign med Eksempel 30.

Opgaverne 542*
Eksemplerne og opgaverne har antydet, at der bade optraeder en form for periodicitet, og at der
muligvis ikke er nogen gvre greense for modulus af cosinus- og sinusverdierne.
Vi undersgger dette ved at arbejde videre med Satning 17. Vi angiver det komplekse tal z pa
rektanguleer form, dvs. z=a+i-b:

i-(a+i-b) a+i-b) —b+i-a b-i-a

cos(z)= € Ze_i.( _E ;e :%.(eb .(cos(a)+i.sin(a))+eb .(cos(—a)+i.sin(—a))):
Ce -cos(a)+i e’ ¢ sin(a)
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“ifasib) _ qifativ) gb-ia _g-bria
sin(z)=i- 5 =i > =
%-(eb -(cos(—a)+i-sin(-a))—e™-(cos(a)+i-sin(a))) =
e’ -sin(a)+i e -cos(a)

Vi har altsa vist:

Seetning 18 + i: For det komplekse talz=a+i-b, hvor a,b e R, gelder:

b, ab b b

cos(z) = € -cos(a)+i- € sin(a)

b -b

sin( ):e +2e -sin(a) i. S

Det ses, at det er realdelen af z, der optraeder i de reelle cos og sin, mens imaginardelen optraeder i
eksponenterne i den naturlige eksponentialfunktion.
Dvs. de komplekse sinus- og cosinusvardier andrer sig ikke, nar der legges et multiplum af 2z

til realdelen, dvs. cos(z+2zp)=cos(z)og sin(z+2zp)=sin(z). Periodiciteten er altsa koblet til

realdelen.
Det er imaginardelen af z, der farer til de store moduli.

Vi har nu set eksempler pa udvidelser af funktioner fra de reelle tal til de komplekse tal. Nogle var
flertydige (redder og logaritmer), og andre var entydige (eksponentialfunktionen og de
trigonometriske funktioner).

Men vi har egentlig slet ikke faet set pa selve funktionsbegrebet. Det er et helt emne for sig, og vi
skal kun meget kort bergre det her.

Funktioner

Inden for de reelle tal viste vimed f :R— R, at funktionen f afbilder fra de reelle tal ind i de
reelle tal. P4 samme made skriver vi inden for de komplekse tal f : C = C og viser dermed, at

funktionen f afbilder fra de komplekse tal ind i de komplekse tal. Vi kan ogsa skrive f:z > f (z)

nar vi arbejder med en konkret funktion, f.eks. f:z cos(z) :

Vi har arbejdet med bade flertydige og entydige funktioner inden for de komplekse tal, mens vi
inden for de reelle tal gjorde meget ud af, at funktioner skulle veere entydige (der ma ikke veere flere
funktionsveerdier, der svarer til den samme x-veerdi). Det er dog vigtigt at bemaerke, at der ikke er
forskel pa de to tilfaelde, for inden for de reelle tal definerede vi os om ngdvendigt til entydigheden.
Kvadratrgdder definerede vi som de positive tal, der kvadreret giver radikanden (hvilket svarer til
en begraensning af definitionsmangden for f :x — x), og arcsin, arccos og arctan gjorde vi
entydige ved at begraense definitionsmangderne for cos, sin og tan.

Inden for de komplekse tal kan vi gare funktionerne entydige ved at kigge pa hovedverdier eller
hovedargumenter, hvilket vi som bekendt har gjort ved at anvende stort begyndelsesbogstav, Ln og

Arg (kvadratroden har vi angivet med symbolet V', men vi kunne ogsa skrive sgrt og Sqrt).

Vi skal nu se pa en markant forskel pa komplekse og reelle funktioner.
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En kompleks funktion afbilder fra den komplekse talplan til den komplekse talplan:

Te)| e
Re

Re

Z, Zs .f(Zs)
*fz) of(z5)

Vi skulle altsa have haft 4 rumlige dimensioner til radighed, hvis vi skulle have tegnet grafer pa
seedvanlig vis. Af mangel pa rumlige dimensioner har man fundet pa noget andet.

I den komplekse talplan placeres punkter med en vis farve og lysstyrke. Punktets placering
angiver vores uafhangige variabel (dvs. venstre del af figuren ovenfor er udgangspunktet), mens
funktionsverdien angives med farve og lysstyrke (dvs. punkterne pa hgjresiden af figuren ovenfor
afbildes ikke, men deres placering er omformet til farve og lysstyrke af de tilsvarende punkter pa

venstresiden. Dvs. placeringen af punktet f (zl) omformes til farve og lysstyrke for punktet z,).

Farven angiver hovedargumentet af funktionsveerdien ud fra nedenstaende skala:

oﬂlﬂnz
= T oa ;o

Lysstyrken angiver modulus af funktionsverdien. Sort er nul, marke farver er sma moduli, lyse
farver er store moduli og hvid er rigtig store moduli (mit geet er, at lysstyrken kan skaleres op og
ned preecis som en almindelige y-akse, saledes at “rigtig store moduli” kan deekke over vidt
forskellige veerdier afhangig af den konkrete situation).

Grafen for den komplekse logaritmefunktion f :z > Ln(z) ser saledes ud:

i z=r-e"

f(z):ln(r)+i-g0

________ Den rade farve angiver
______ )= hovedargumenter taet pa 0,
el hvilket skyldes, at

""""""""" imagineerdelen o af f{z) er
lille, da hovedargumentet ¢
= Her bliver In(r) negativ, |af z er teet pa 0 i dette
mens hovedargumentet |omrade.

¢ af z er teet pa nul.
Dermed er hovedargumentet
af fiz)teet pa .
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Infinitesimalregning:

Ogsa for komplekse funktioner indfares differentiabilitet i et givet punkt ved at se pa, om

f(2)-1(z)

z-1,

differenskvotienten har en greenseverdi for z — z,, og denne graenseveerdi kaldes i sa

fald differentialkvotienten i punktet, og denne skrives f '(zo). Her skal man veere opmarksom pa,

at z nu kan naerme sig z, fra alle retninger og ikke kun 2 retninger, som inden for de reelle tal.

Vores regneregler for differentialkvotienter (produktreglen, sammensat funktion, sum, ...) gelder
inden for de komplekse tal, men der er ogsa masser af forskelle og nye egenskaber, som vi ikke
bergrer her.

Nar man arbejder med komplekse funktioner inden for fysik, vil de fysiske starrelser ofte afhenge
af tiden, der ikke er kompleks. Her geelder der s, at man differentierer realdel og imaginardel
hver for sig.

Andengradsligninger

Vi ved, at inden for de reelle tal kan andengradsligninger have 0, 1 eller 2 Igsninger, og vi bruger
diskriminantens fortegn til at skelne mellem de tre tilfeelde.

Vi skal nu se, at inden for de komplekse tal har alle andengradsligninger mindst én lgsning. Alle
vores kendte situationer med O lgsninger (negativ diskriminant) forvandles til situationer med 2
lasninger inden for de komplekse tal.

Vi indleder med selve satningen. Bemeerk, at der arbejdes med komplekse koefficienter
(situationerne med reelle koefficienter er indeholdt i disse), og bemeerk, at der arbejdes med den
komplekse kvadratrod, dvs. vores kvadratrod er flertydig (og derfor har vi ikke brug for vores +
foran kvadratroden):

Seetning 19: Andengradsligningen a-z>+b-z+¢=0,G=C, hvor a,b,ceCoga =0, har
lgsningerne:

_—b++b*-4ac

2a
Hvor </ er den (flertydige) komplekse kvadratrod.

z

Der indgar ikke nogen diskriminant i setningen, fordi man ikke leengere behgver farst at
bestemme dens fortegn, men man kan godt indfgre d =b” —4ac, s& udsagnet bliver:

_—b++d
~ 2a

Beviset for setningen vil langt hen ad vejen ligne det tilsvarende bevis fra de reelle tal, fordi vi
ifelge Setning 2 har de samme parentes- og brgkregneregler. Bemark, hvordan beviset til sidst, nar
kvadratroden inddrages, faktisk bliver nemmere end det tilsvarende bevis inden for de reelle tal, da
vi ikke behgver at forholde os til radikandens fortegn (dvs. vi springer diskriminantskridtet over):

z
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Bevis 19: Vi omskriver andengradsligningen, sa z isoleres:
Daa=0, ma ligningen forleenges med 4a

az’ +bz+c=0 2=
Kvadratkomplettering
4a’z® +4abz +4ac =0 =
Den flertydige komplekse kvadratrod uddrages (Definition 12 sikrer biimplikationen)
(2az+b)" =b? —4ac &

2az +b =+/b*—4ac &
L —b ++/b? —4ac

2a

Eksempel 33: Fglgende andengradsligninger med reelle koefficienter lgses (Satning 15 anvendes
ved de komplekse kvadratrgdder):

1) 2z°-62-20=0:

; 6+14
b —dac_~(-6)+|(-6) ~4-2(-20) 6+4iG6_| "4 -
2a 2-2 4 6-14 _ ,
4
-2+4i 14 9i
2 2 -

2) 22427+5-0: Z=—b+x/b —4ac:—2+\/2 -415 _2+-16 _| 2 |
2a 2-1 2 —2—4i .
——=1-2i

Da Maple regner med komplekse tal, er der ikke noget nyt i at lgse andengradsligninger inden for
de komplekse tal med Maple. Man anvender helt almindeligt *solve’:

27— 6z—20=00efrL 1151 [2=—2]]
Aoz s=oelors o o0 2= =1 =21]]

SOIV@(ZZ—7Z+13:0): ; n l\é?’ ’ - l\é?

Det er (selvfglgelig) stadig tilladt at faktorisere og anvende nulreglen i stedet for at anvende
diskriminantmetoden. Faktisk vil faktoriseringsmetoden altid kunne bruges inden for de komplekse
tal, da der altid er lgsninger til ligningen, men det er bare blevet vasentligt svaerere at gennemskue,

hvordan man faktoriserer, hvilket begraenser anvendeligheden af metoden.
Opgaverne 550*
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Generelt om andengradsligninger med REELLE koefficienter:
Nar man har lgst nogle andengradsligninger med reelle koefficienter inden for de komplekse tal,
bemaerker man nok, at nar lgsningerne er komplekse, er de altid hinandens konjugerede. Det ses

hurtigt ud fra Setning 19, nar man opdeler hgjresiden i to brgker: z = ;—Z+£ .
Farste brok giver et reelt tal, nar koefficienterne er reelle, og for den anden bragk gelder:

d > 0:Den komplekse kvadratrod giver to reelle tal, sa hele udtrykket svarer til to reelle tal.

J-d

d <0:Ifelge Setning 15 far man sa z = ;—bii 2; hvor —d er positiv. Imaginzrdelene bliver
a a

o 1 -b .
altsa hinandens modsatte elementer. Og da realdelen 2—er den samme i begge komplekse
a

tal, er der altsa tale om komplekst konjugerede tal.

Vi ved altsg, at lgsningerne til andengradsligninger med reelle koefficienter er komplekst
konjugerede, hvis de er komplekse.

| opgave 5504 blev det — med andre bogstaver - vist, at
(z+p+i-q)-(z+p-i-q)=2"+2pz+ p®+q*, hvilket forteeller os, at a-(z—w)~(z—\7v) =0 giver
os en andengradsligning pa formen fra Satning 19, men med reelle koefficienter (bemark, at den

imaginzre enhed forsvinder, nar de to parenteser multipliceres).
Vi har altsa vist, at der gealder:

Seetning 20: Andengradsligningen a-z°+b-z+c=0,G=C, hvor a,b,c e Rog a0, har enten
1 eller 2 reelle lgsninger eller to komplekse lgsninger, der er hinandens komplekst
konjugerede.

For alle komplekse tal w er a-(z—w)'(z—v_v) =0 ; a=0 en andengradsligning med

reelle koefficienter.

Pa figuren pa neeste side illustreres, hvordan man gar fra reelle nulpunkter til komplekse
nulpunkter, nar en parabel parallelforskydes lodret. Bemerk, at figuren til venstre er et almindeligt
koordinatsystem inden for de reelle tal, mens figuren til hgjre illustrerer vores komplekse talplan.

Til venstre ses 7 parabler, der er grafer for polynomier pa formen x* +2x+c. Alle parablerne har
altsa samme form, og alle parablernes toppunkt har farstekoordinaten -1.

Ved at gge c, forskydes parablerne lodret opad, og du skal forestille dig, at vi begynder med
parabel A og forskyder den trinvis opad, indtil parabel G.

Parabel A skarer forsteaksen i -4 og 2, parabel B skerer i -3 og 1, parabel C i -2 og 0, mens
endelig parabel D rarer farsteaksen i -1. Disse nulpunkter for polynomierne er reelle, og pa billedet
til hgjre er de placeret pa forsteaksen i den komplekse talplan.

Men herefter ”slipper” parablerne jo fersteaksen, dvs. parablerne E, F og G skeerer ikke
farsteaksen, og vi ved, at det betyder, at de tilsvarende polynomier ikke har nogen reelle nulpunkter.
Men vi ved ogsa, at der til gengeeld er komplekse nulpunkter. Og spargsmalet er sa, hvor de ligger i
den komplekse talplan? Dette er illustreret pa billedet til hgjre. Her ses det, at realdelen ikke andrer
sig, men ligger fast pa -1, hvilket var det sted, hvor parablerne “slap” forsteaksen. Til gengaeld
kommer der en imaginardel pa nulpunkterne, og dens numeriske veardi gges, jo mere parablen
forskydes opad (hvilket er forsggt illustreret med de stiplede pile).
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Det er altsa ikke sadan, at man pludselig havner et andet sted i den komplekse talplan, nar
parablerne “’slipper” forsteaksen, og polynomierne ikke lengere har reelle nulpunkter. Man
begynder bare at bevage sig i en anden retning i den komplekse talplan.

Andengradsligninger med komplekse koefficienter:

Eksempel 34: Sztning 19 anvendes til at lgse i-z* —(1+5i)-z+(1+8i)=0:

L _—b+b®—4ac :1+5i+\/(—1—5i)2—4-i-(1+8i) _1+5i++/1-25+10i —4i+32 _
2a 2.i 2-i
1+5i++/8+6i 1+5i+(3+i) . 1+5i+(3+i) [3-2i
20 2 _"f_{zn

Kvadratroden blev udregnet med Maple.
Maple kan selvfolgelig ogsé lose ligningen med ’solve’:
solve for z

122 —51z—z+14+81=0"25 [[z=3—21], [z=2 +1]]

Det bemarkes, at nar koefficienterne er komplekse, er lgsningerne til andengradsligningen ikke
ngdvendigvis hinandens konjugerede. Faktisk er de det som udgangspunkt ikke. Det er kun, hvis

man som med f.eks. (2+3i)-z* —(16+24i)-z+(34+51i) =0 kan forkorte ligningen — i dette

tilfeelde med (2+3i)— sa den far reelle koefficienter — i dette tilfeelde z° —8z2+17=0.

| Eksempel 34 var der problemer med at udregne kvadratroden, fordi vi kun har set pa, hvordan
det geres pa poler form, mens andengradsligninger typisk anvender rektangulaer form. Hvis der
arbejdes med peene, hele tal (dvs. treeningsopgaver), kan man dog godt "geette” sig til redderne pa
en made, der minder om faktoriseringen af andengradspolynomier.

Hvis vi skal bestemme vzrdierne for v/a+i-b , skal vi finde de talpar (c,d), der opfylder:
(c+i-d)2:a+i-b &
c?—d’+i-2cd=a+i-b <

c’—d’=a A cd:g =

b
(c+d)-(c-d)=a A cd =3
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Bemaerk, at man i betingelserne for ¢ og d genfinder pointen, at de to verdier af kvadratroden er
hinandens modsatte elementer, for hvis man finder et talpar (c, d ) , der opfylder betingelserne, vil

(—c,—d) ogsa gare det, da kvadraterne ¢”og d*samt produktet c-d ikke ndrer sig, nér man skifter

fortegn pa begge starrelser.
Vi har altsa vist:

Seaetning 21: Ja+i-bertallene c+i-d, der opfylder ¢>~d*=a A cd =g

Eksempel 35: Vi skal udregne +/35-12i .
Da b=-12, skal vi altsa finde to tal ¢ og d med forskellige fortegn, hvis produkt
skal veere -6. Vi kan frit lade c veere positivt og d negativt, for vi skal efterfglgende
0gsa bruge det modsatte tal, nar begge verdier skal angives.
Hvis det er hele tal, kan der altsd veere tale om talparrene (6,1)og (3,2), og da

c®—d?® =35, ses det, at det farste talpar kan bruges. Dvs.:

m:{B—i

—6+i

Nu skal /—60—32i udregnes.

Da b =-32, skal c og d igen have forskellige fortegn, og da g: -16, er de mulige
hele talpar (1,16),(2,8)og (4,4). Da c*—d* =—60, skal d veere numerisk starst, og

det ses, at det er talparret (2,8), der kan bruges:

2-8i
\—60-32i :{

—2+8i
Opgaverne 552*

Du skulle nu gerne veere i stand til at foretage udregninger med komplekse tal og kan samtidig
teenke over, om du anser dem som virkelige tal.

Herfra kan du f.eks. ga videre med tredjegradsligninger, fjerdegradsligninger, kvaternioner,
holomorfe funktioner og Algebraens Fundamentalsatning.
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Figurer til Caspar Wessels veerk Om directionens analytiske betegning publiceret i 1799

Afbildning af den komplekse sinusfunktion
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