Vejledende eksempler pa eksamensopgaver og eksamensopgaver i
matematik 2010 STX A-niveau LASNINGER (Rgd bog)

1.001: C(3,-2) r=5

1.002:

1.003:

1.004:

1.005:

Cirklens ligning er: (x—3)* +(y +2)* =25

Koordinatsystemets andenakse har x = 0, og det bruges til at finde skeringspunkterne:
(-3 +(y+2)° =25 < (y+2) =16 < y+2=#4 < y=-—6vy=2
Dvs. skaeringspunkterne er (0,—6)og (0,2)

l: 2x-y+1=0 P(4,3)
Metode 1:

Farst bestemmes haldningen for linjen .
2X-y+1=0 < y=2x+1

Dvs. haeldningen er 2, og linjen vinkelret pa | har dermed haldningen: a-2=-1 < a= —%

Og med punktet P bliver linjens ligning: y—3=—%-(x—4) o y:—%x+5

Metode 2:

— (2
En normalvektor til linjen aflaeses ud fra koefficienterne til x og y til: n, :[ J

Da den sggte linje star vinkelret pa I, vil tveervektoren til ovenstaende vektor veere en normalvektor til
den:

oo

Da man nu bade kender en normalvektor og et punkt (P), bliver linjens ligning:
1-(x-4)+2:(y-3)=0 < 2y+x-10=0

(Det er naturligvis samme linje. Ligningerne er bare angivet pa to forskellige former).

a) Man kan opskrive cirklens ligning, omskrive linjens ligning og derefter indsaette den i cirklens
ligning for at finde evt. skeeringspunkter og dermed ogsa afgere, om der er nogle.
Men det kan nemmere undersgges ved at undersgge afstanden fra linjen til cirklens centrum og

sammenligne med cirklens radius:
2-(-2)+1-6/ |-9
gist(l,cy= 12 C2+1-6 |79 9 10 10 10

J22:12 5 5 5 a2

Da afstanden mellem linjen og centrum er mindre end radius, skeerer linjen cirklen.

Hvis det ikke var s oplagt at sammenligne tallene 5 og % kan man sammenligne deres kvadrater
5
81
2509 —.
g 5

A(4, 2) B(12,8) C(9,14)
(Der skal tegnes en skitse, men det gares ikke her.)
Arealet af trekanten kan beregnes ud fra to vektorer, der udspander denne, sa farst findes disse:

=
<)

Sa findes trekantens areal: T =l‘det(ﬁ,AC)‘:l 8 5 :£|96—30|=£-66=33
2 216 12| 2 2 =
C:x*—4x+y*+2y=11 liy=x+1

For at finde skeeringspunkter indseettes linjens ligning i cirklens:



1.006:

1.007:

1.008:

1.009:

X2 —4x+(x+1)° +2-(x+1)=11 <
X2 —A4X+ X +14+2x+2x+2-11=0 <
2x°-8=0 <
2x*=8 <
=4 &
X =22
Disse verdier indszttes i linjens ligning (fordi det er nemmest, og fordi cirklens ligning ville give to

muligheder for hver x-verdi, hvoraf kun den ene kunne bruges):
X=-2: y=-2+1=-1

X=2: y=2+1=3
Hermed er koordinatsettene til skeeringspunkterne (—2;-1) & (2;3)

C(3-2) P(0,2)
- — (3-0 3
En normalvektor for den sggte tangenter: n=PC :( j :( j

Da den gar gennem punktet P, bliver dens ligning:
3(x-0)-4(y-2)=0 < 3x-4y+8=0

Cirklens ligning omskrives, sa centrum og radius kan aflaeses:
X2 +8x+y?-4y=10 <
(x+4) +(y-2)* =10+16+4=30
Hermeder: C(-42) r= V30
Opgaven lgses pa to forskellige mader:
1. metode (substitution): x isoleres i linjens ligning og indsettes cirklens:
x =8 -2y indsettes:
8-2y)*-6-(8-2y)+y*+4y-3=0 <«
64+4y? —32y—48+12y+y’ +4y-3=0 <
5y? —16y+13=0
Dette er en andengradsligning, hvor diskriminanten bestemmes:
d=(~16)"-4-5.13=256—260 = -4 <0
Der er altsa ingen lgsninger til ligningen, dvs. der er ingen punkter (x,y), der ligger pa bade cirklen
og linjen, og altséa kan linjen heller ikke veere tangent til cirklen.
Sa | er ikketangent til C
2. metode (afstandsformlen punkt-linje): Farst bestemmes cirklens centrum og radius.
x> —6x+y>+4y—-3=0 < (x=3)°+(y+2)*=3+9+4=16
C33-2) r=4
Afstanden fra cirklens centrum til linjen bestemmes:
distc - 22 ED-8 9o,
| Vizi22 BB
Da afstanden fra centrum til linjen ikke svarer til radius, er | ikke tangent til C.
(x+2)" +(y-2)" =8

Koordinatsystemets fgrsteakse er karakteriseret ved, at y = 0, sa cirklens skeringspunkters
farstekoordinater bestemmes ved:



1.010:

(x+2)2+(0—2)2:8 =S
X +4X+4+4=8 <
X’ +4x=0 <
x-(x+4)=0 <

Xx=0vx=-4
Dvs. koordinatsettene til skaeringspunkterne er (-4,0) og (0,0)

- (3
P(L-5) a=[_2]

En ligning for linjen gennem P og med den angivne vektor som normalvektor bestemmes ved at
indsatte i:

a-(x—x,)+b-(y—-y,)=0
3-(x-1)-2-(y—(-5))=0 < 3x-2y=13

Den opgivne punkt vaelges som udgangspunkt for parameterfremstillingen, og med den angivne vektor
som retningsvektor far man:

R

— 2-2 4
Farst findes koordinatsattet til den anden vektor: C, = [2 B 3J = (_J

Diagonalerne repraesenteret ved vektorer er a+c, og a—c, (eller c, —a).

asﬁ(“j[gj FH NI
2 -1 1
5 ()

2 -1 3
Den anden diagonal var altsa den korteste.

1.012: Udtrykket reduceres ved i farste led at benytte den forste kvadratsaetning og i andet led gange ind i

parentesen:

3(p+a) —6p(q-p)=3:(p*+09’+2pq)-6py+6p” =
3p®+3q° +6pq—6pg+6p° =9p° +30° =3(3p° + )

1.013: Farste og tredje led udregnes ved anvendelse af kvadratsaetninger, mens der ganges ind i en parentes i

farste led:
a) (2a+3b)’ —3b(4a+2b)-(2a+b)2a-b)=

4a? +9b? +12ab —12ab - 6b? — (4a® —b? )= 4b’

1.014: Telleren genkendes som hgjresiden i en kvadratsatning, og man far sa:

a’-2ab+b®> (a-b)-(a-b) a-b

2a-b) ~ 2-(a-b) _2_



1.015: Da man kender haldningskoefficienten, -2, for den rette linje og et punkt, P(3,0), den gar igennem, kan
en ligning for linjen bestemmes ved:

Y—Yo :a-(x—xo)
y-0=-2-(x-3) < y=-2x+6
Der sparges efter en forskrift og ikke en ligning, sa svaret er f (x) = —2x+6

1.016: Det er opgivet, at der er en lineaer sammenhang mellem y og x*.
Tabellen giver punkterne (1,-1) og (3,-3).

. . 1
Den linezere sammenhang kan generelt skrives: y=a-=+b
X

Ved indsttelse af punkternes koordinater fas ligningerne:

1L ledl , a loa-(-3)za-2 o 2=22 o a=3
1 -3=—+D 3 3
-3=a-—+b 3
3
Ved indsettelse i den pverste af ligningerne findes b-vaerdien: —1= 3+b < b=-4

Dvs. man har: y = 3_ 4
X

1.017: f(x)=a-x+b
a er haeldningskoefficienten for grafen (der er en ret linje) og b er skaeringen med y-aksen.

Bla graf (fu):
Funktionen er voksende, sa haldningskoefficienten er positiv: a>

o

Grafen skaerer y-aksen pa den negative del (under x-aksen), sa b <0

Rad graf (f2):
Funktionen er aftagende, s& haldningskoefficienten er negativ: a<0

Grafen skerer y-aksen pa den positive del (over x-aksen), sa g)

Gran graf (f3):
Funktionen er konstant: a=0

Grafen skeerer y-aksen pa den positive del (over x-aksen), sa b >0

1.018: f(x)=10-x+200
f(x) er den samlede veegt af dase og kugler, mens x er antallet af kugler i dasen.
Nar x = 0, dvs. nar der ingen kugler er i dasen, far man funktionsvardien 200 ( f (0) =200), dvs.
at tallet 200 fortaeller, at dasen vejer 200 (enheden er ikke oplyst).
Hzldningen er 10, dvs. at hver gang x vokser med 1 (dvs. nar der leegges 1 kugle mere i dasen), sa
vokser funktionsvaerdien med 10. Dette forteeller, at hver kugle vejer 10 (igen er enheden ukendt).



1.019:

1.020:

f(x) =10-x+200 x angiver antallet af kugler i en dase.
f(x) angiver den samlede vaegt af dase og kugler.

Dasens veegt svarer til den samlede vaegt, nar der ikke er nogen kugler, dvs. x = 0.
Da f(0) = 200, har man altsa, at dasen vejer 200 (der er ikke oplyst en enhed)

Nar x gges med 1, gges f(x) med 10 (svarende til haeldningen). Derfor vejer en kugle 10

Man kan genkende andengradspolynomiet som kvadratet pa (x-3), og hermed har man fundet bade
lzsning og faktorisering. Men hvis man ikke genkender polynomiet, kan man lgse ligningen med
diskriminantmetoden:

X* —6x+9=0
d=(-6)-4-1.9=36-36=0

Dvs. der er én lgsning: x = ~(=6) 253
21 2 =
Denne lgsning fungerer som dobbeltrod i det tilsvarende andengradspolynomium, sa man har:

x? —6x+9=(x-3)

1.021: a) %indsaettes i ligningen for at se, om det giver et sandt udsagn:

3 2
81 +21 +1—§:0©
2 2 2 2
8-1+2~1—1=0©
8 4

1+£—1=0c>
2

1,
2

Da dette er et falsk udsagn, er %M lgsning til ligningen.

1.022: ) p(x) = x> +kx* -3x+6

-2 er rod i polynomiet, nar p(-2) = 0.
Man far altsa ligningen:

0=(-2+k-(-2)-3:(-2)+6 <«
0=-8+4k+6+6 <

4k =-4 <
k=-1
1.023:  Venstresiden er et produkt, og da hgjresiden er nul, kan nulreglen benyttes:
(x-1)-(x+3)' =0 < (x-1)=0v(x+3)'=0 < x=1vx=-3
1024:2) a= Y=Y 1020 10,

X,-X 2-(-3) 5

Indszettes i y = ax +b for at finde b-veerdien: 0=2+(~3)+b < b=6
Hermed er forskriften f(x) =2x+6 (eller y =2x+6)

f(x)=3<

2X+6=3<

2X=-3<
3

X=—=
2




1.025:a) f(X)=x"-x-2
Der er lagt op til, at man ferst skal finde radderne og derefter faktorisere, men det kan geres hurtigere
I omvendt reekkefglge, hvis man kan finde to tal, hvis sum er -1, og hvis produkt er -2. Det galder
for -2 og 1, sa man har:
f(X)=x>—x-2=(x-2)-(x+1)
Og sa kan rgdderne afleses med brug af nulreglen:
f(x)=0 < (x-2)(x+1)=0 < x-2=0vx+1=0 < x=2vx=-1

Og nu den anden metode:
Farst findes redderne ved hjelp af diskrimanten:

d=(-1-4-1.(-2)=1+8=9>0 dvs. 2 rgdder:

_—(—1)+\/§_1+3_2
Y21 2 =
rzz—(—l)—@zl—sz__l

2.1 2 =

Den generelle faktorisering af et polynomium er: f(X)=a-(x—1,)-(x-r,).
Dvs. man har: f(x)=1-(x—-2)-(x—(=1)) = (x=2)-(x +1)

1.026: f(x)=-2x*+6x+1
Farst beregnes diskriminanten, og derefter seettes ind i toppunktsformlen:
d=6°-4-(-2)-1=36+8=44

(walecaaca) 16

1.027: kx* +kx-=1=0 ; k=0
Hvis denne 2. gradsligning skal have netop én lgsning, skal diskriminanten vere O:
d=k?-4-k-(-1)=k*+4k=0
Da k # Okan ligningen divideres med k:
k*+4k=0 < k+4=0 < k=-4

1.028:  f(X)=4x?+3x—2
c-vaerdien angiver skaeringen med 2. aksen, s man har altsa, at parablen skarer 2. aksen i (0,-2).

a-verdien 4 fortzller, at parablens ben vender opad, samt at de er stejlere end benene pa g(x) = x2.

Da a-veerdien og b-veerdien (+3) har samme fortegn, vil parablens toppunkt ligge til venstre for
2.aksen (jeevnfar toppunktsformlen).

1.029:a) =X —X-2
Diskriminanten skal bruges, sa den findes farst:
d=(-1)°-4-1-(-2)=1+8=9
~b —d —(-1). -9 1.9
T —— |=T| —=,— |=T| =——
Parablens toppunkt: (Za 4aj ( )1 4.1j (2 4)

Parablen har positiv a-verdi, sa den har benene opad.
S4 kan skitsen tegnes ud fra toppunktet. Grafen er en parallelforskydning af grafen for y=x°.



1.030: a) Polynomiet med grafen F:

Benene vender opad, sa a >0

Der er 2 skeeringer med x-aksen, sa d >0

Polynomiet med grafen G:
Benene vender opad, sa a >0

Der er ingen skeringer med x-aksen, sa d <0

Polynomiet med grafen H:
Benene vender nedad, s a<0

Der er 2 skeeringer med x-aksen, sd d >0

1.031: f(x)=a-x*~2x+3 , hvor a er positiv.

1.032:

1.033:

Parablen skal skeare y-aksen i 3, dvs. grafen skal ga gennem punktet (0,3).

: —b : g :
Farstekoordinaten for parablens toppunkt er 2a’ b er negativ, mens a er positiv, sa brgken bliver et
a

positivt tal, og dermed ligger parablens toppunkt til hgjre for y-aksen.
d=b’-4-a-c= (—2)2 —4.a-3=4-12a, og da a er positiv, kan diskriminanten bade blive negativ,
nul eller positiv. Man kan altsa ikke sige noget om toppunktets placering i forhold til x-aksen.

En mulig parabel er sa:

B

\ /

/

N

Den generelle forskrift for et 2. gradspolynomium er: p(x) = ax® +bx+c.

Oplysningerne om, at rgdderne er 5 og 9, samt at punktet (7,4) ligger pa grafen, skal bruges til at
bestemme en forskrift.
Da redderne er 5 og 9 har man ifglge faktoriseringsreglen, at:

p(x) =a(x-5)x-9)

Da punktet (7,4) ligger pa grafen, har man:
4=a(7-5(7-9) © 4=a-2(-2) & a=-1
Dermed er forskriften: p(x) = —(x —5)(x —9)

Det kan evt. ogsa skrives om til formen p(x) = ax’ +bx+c:
p(x) = —(x2 —9x—5x+45)= —x* +14x—45

Hgjden af kassen betegnes med h. Da rumfanget V er 125, har man:
V=h-b-l
125=h-x-x < h=12—5

X2

Kassen bestar af 6 sider, og det samlede overfladeareal O udtrykt ved x og h er:

0=2-X-X+4-h-x=2x"+4hx
Da man kender h udtrykt ved x, kan man bestemme overfladearealet som funktion af x:

O(x) = 2x* +4.12 5 92 50

x> X



1.034: Laengden af den korteste katete betegnes med x.
Da den lengste katete er 3 gange sa lang som den korteste, har den leengden 3x.
Da hypotenusen er 3 enheder lengere end den korteste katete har den leengden x+3.
Man har altsa felgende retvinklede trekant:

X+3
X

3x
Da trekanten er retvinklet, kan man benytte Pythagoras’ leeresetning;:
(3+x)2:x2+(3x)2 =
9+x*+6x=x"+9x* <
X’ -6x-9=0 <
X —2x_1-0
3
Dette er en andengradsligning, der kan lgses ved diskriminantmetoden:
2
d:[—gj -4.1-(-1)= 4 4—ﬂ 36_40 >0, dvs. der er to lgsninger til ligningen.
3 9 9 9 9
_(_Z)i [0 2,¥%0 2 i
:393@33_J_1J_1J_
21 2 2 32732 3 344 33

Da kvadratroden af 10 er stgrre end 1, vil den ene lgsning blive negativ, hvilket ikke er muligt
for leengden af en side, sa leengden af den korteste katete er:

_l+\/1_0

3

1.035: Kvadratet pa d skrives med matematisk notation: d?
Hyvis to sterrelser er ’omvendt proportionale’, giver produktet af dem en konstant, dvs:

N -d* =K, hvor k er en konstant.
Da N skal udtrykkes ved d har man altsa: N = %

1.036: En aftagende eksponentiel udvikling kan udtrykkes ved halveringskonstanten X, med:

f(x):b.(%jx%, hvor b er begyndelsesvardien, der i dette tilfeelde svarer til trykket ved

jordoverfladen. Man har altsa regneudtrykket:
h h

(4

h
1.037: P = (ijs
===

Da voluminet er omvendt proportionalt med trykket, har man: V -P =k
Konstanten kan bestemmes ud fra oplysningerne om at, nar h=0, er V=2.
Forst bestemmes P:

0 0
(4
2 2

Dvs.at k=2-1=2

Og hermed bliver voluminet som funktion af hgjden: V =

o~
Il
Il
Il
N
[ =2
Il
N
|



1.038: Det er funktionen C, der har den starste fordoblingskonstant, da den vokser langsommere end de to
andre funktioner. Man kan ogsa sige, at da b-vardien er ens for de tre funktioner, ma a-vaerdien for C
veere mindre end for de to andre funktioner (da grafen i fgrste kvadrant ligger under de to andre grafer).
OgdaT, = :oiz, vil en mindre a-veerdi give en starre To-veerdi.

oga

1.039: f1 ses at veere en voksende funktion, da stgrre x-veerdier farer til starre y-veerdier. Derfor gelder for

fi, at a>1.

f ses at veere en aftagende funktion, da starre x-veerdier farer til mindre y-veerdier. Derfor geelder for
f2, at O<a<l.

f3 ses at vaere en voksende funktion, da starre x-vaerdier farer til starre y-veerdier. Derfor geelder for
fs, at a>1.

Desuden ses det, at da f1 ligger under f3 i anden kvadrant og skarer den i ferste kvadrant, ma dens a-
veerdi veere stgrre end f3’s.

1.040: f(2)=1 f(4)=9 fereneksponentielt voksende funktion.
Koordinaterne for de to punkter indsattes i forskriften for en eksponentiel udvikling:

1=b~a2}:>9_b-a4 o

Do =——>=a’ oa’=9
9=Dh-a 1 b-a

Da a er positiv, nar man arbejder med eksponentielle udviklinger, har man altsa: a = 3.
Dette indsattes i den gverste ligning:

1=b-3° < b=1
9

Altsé er forskriften for f:
1
f(x)==-3%
(%) 3

1.041: T, =5 f(3)=45
Fordoblingskonstanten er den verdi, der skal legges til en valgt x-vardi for at fa fordoblet
funktionsveaerdien.

Dermeder: f(8)=f(3+5)=2-f(3)=2-45=9

1.042: Det er oplyst, at f er en eksponentiel udvikling med halveringskonstanten 10.
Det er desuden oplyst, at f(12) = 30.
Halveringskonstanten er det tal der lagt til x-veerdien halverer y-verdien. Afstanden mellem x-
veerdierne 2 og 12 er netop 10, dvs. y-veerdien er halveret, nar x-veerdien er gget fra 2 til 12. Altsa er:
f(2) = 60

1.043: Q(3,20) og P(6,40).
Det bemarkes, at y-vaerdien for P er dobbelt s& stor som y-veerdien for Q.
Dermed ma forskellen mellem x-verdierne veere fordoblingskonstanten: T, =6-3=3

1.044: D(T)=15,71.-0,8913"
D er holdbarheden malt i degn og T er fryserens temperatur malt i °C.

Forskriften forteeller, at holdbarheden er en eksponentielt aftagende funktion af temperaturen.
Nar temperaturen er 0°C er holdbarheden 15,71dggn, og veekstraten er r = a-1 = 0,8913-1 = -0,1087 =
-10,87%, dvs. at for hver grad temperaturen gges, falder holdbarheden med 10,87%.

1.045: f(x) = x* +e* . Den afledte funktion skal bestemmes.
Der differentieres ledvist:
f'(x)=3-x>1+e* =3x% +e*

1.046: f(x) =e* +3x. Differentialkvotienten i 0 skal bestemmes.



Farst differentieres ledvist og derefter indsattes det opgivne sted ( x=0).
f'(x)=e"+3
f'(0)=e’+3=1+3=4

1.047: f(x)=

§ +x°. Den afledte funktion skal bestemmes.
X

Udtrykket omskrives og der differentieres ledvist:

f(x):§+x5 =3t +x°
X

f'(x)=-3-x1 +5x>* = -3.x72 4+ 5x* :—%+5x4
X

1.048: f(x) =+/x +3x. Differentialkvotienten i 9 skal bestemmes.
Farst differentieres ledvist og derefter indsattes det opgivne sted ( Xx=9).

1
f'(x)=——+3
(x) i
1 1 1 18 19
f'9) =——+3=—"_4+3="4—=-="
®©) 2.9 2.3 6 6 6

1.049: a) f(x)=7Ihx-2x
Tangentens ligning er: Y — (X, )= f'(Xy)-(x=%,)

For at bestemme tangentens ligning skal haeldningen og funktionsveerdien i rgringspunktet (punktets 2.
koordinat, dvs. f(1) ) findes:
f'(x) =7-1—2-2x:z—4x

X X

Reringspunktets andenkoordinat; f())=7I1-2.1>=0-2=-2
Tangentens heldning: f'(1) = % -4.1=7-4=3

Hermed bliver tangentens ligning:
y—(-2)=3-(x-1) < y=3x-5

1.050: f(x)=4/x-1 ; P(4,(4)
Tangentens ligning skal bestemmes i punktet P, s& man har brug for at kende P’s koordinatsat samt
differentialkvotienten i 4 (tangenthzldningen).
f(4)=4-V4-1=4.2-1=7

(X) =4 _0=_2
f(x)_42\/; 0 I

f'(4)=%=§=1

Hermed bliver tangentens ligning:
y-7=1-(x-4) < y=x+3




1.051: f(x)= %x‘“’ —2x? —5x

Metode 1: L gsning med fortegnsskema.
a) For at bestemme monotoniforholdene findes farst den afledede funktions nulpunkter:

f'(x)=x*-4x-5

f'(x)=0 < 0=x’>-4x-5

d=(-4)-4-1.(-5)=16+20=36

- —(-4)£+36 _4+6 :{ 5
2:1 2 -1

Fortegnet for den afledede funktion skal findes i de intervaller, der afgraenses af de fundne nulpunkter:

f'(-2)=(-2)*-4-(-2)-5=4+8-5=7>0

f'(0)=-5<0

f'(10) =10* -4-10-5=100-40-5=55>0

Hermed bliver fortegnsskemaet for den afledede funktion:

1 5

: |
16 + : 0

W _—

Man har altsa:
f (x) er voksende i intervallerne |- o0;—1] og [5; o]

v

o —+—

f (x) er aftagende i intervallet [-1;5]

Metode 2: Lgsning med anden afledede.

f'(x)=x?—-4x-5

f"(x)=2x-4

Farst bestemmes de steder, hvor den afledede funktion har nulpunkter:

f')=0 < 0=x*-4x-5 < 0=(x-5)x+1)=0 < x=-1 v x=5
Og sa bestemmes den anden afledede funktions verdier de pagaeldende steder:
f"'(-1)=2-(~1)-4=-6 <0 S& her er lokalt maksimum.

f''(5)=2-5—-4=6>0 Saher er lokalt minimum.

Hermed geelder:
f (x) er voksende i intervallerne |- o0;—1] og [5; 0]

f (x) er aftagende i intervallet [-1;5]




1.052:

Metode 1: Lgsning med fortegnsskema.

1.053:

a) f'(x)=x*-12x

For at bestemme funktionens monotoniintervaller findes farst den afledede funktions nulpunkter:
f'x)=0 & 0=x"-12x & x(x-12)=0 & x=0 v x=12

Fortegnet for den afledede funktion skal findes i de intervaller, der afgraenses af de fundne nulpunkter:
f'(-1)=(-1)°-12-(-1)=1+12=13>0

f'@)=1*-12-1=-11<0

f'(20) = 20% -12-20 = 400 — 240 =160 > 0

Hermed bliver fortegnsskemaet for den afledede funktion:

0 12

|
I
fx) + 0 - 0 +

W _—

Man har altsa:
f (x) er voksende i intervallerne |- ;0] og [12; 0]

X

v

f (x) er aftagende i intervallet [0;12]

Metode 2: Lgsning med anden afledede.

a) f'(x)=x*-12x
For at bestemme funktionens monotoniintervaller findes farst den afledede funktions nulpunkter:
f'x)=0 & 0=x"-12x & x(x-12)=0 & x=0 v x=12

Sa bestemmes den anden afledede af f:

f'(x)=2x-12

Den anden aflededes veerdier bestemmes de steder, hvor den afledede funktion har nulpunkter:
f'(0)=2-0-12=-12<0 Dvs. f har lokalt maksimum i stedet x =0
f'"12)=2-12-12=12>0 Dvs.f har lokalt minimum i stedet x = 12.

Hermed ma der geelde:
f (x) er voksende i intervallerne |- ;0] og [12; 0]

f (x) er aftagende i intervallet [0;12]

f(x)=-2x°+ x> +4x-3

For at finde haeldningen for tangenten til grafen for f i punktet bestemmes forst den afledede funktion
og derudfra differentialkvotienten det pagaldende sted:

f'(x) = —6x* +2x+4

f'(0)=4

Heldningen for linjen m findes ved at omskrive ligningen: 4x—-y+2=0 < y=4x+2

Som det ses, er haeldningen 4, og dermed er tangenten enten parallel med linjen eller ssmmenfaldende
med denne.

Sa y-vaerdierne i stedet x=0 findes:

f(0)=-3

X=0:y=4-0+2=2

Tangenten og linjen er altsa ikke sammenfaldende og mé& veere parallelle.




1.054:

1.055:

1.056:

Dm(f)=]2;10[ Vm(f)=[-38]

2 3

X | |
I
0

|
Fr) id -

+ - i.d
) i S~ — T T, id
f (x) er aftagende i intervallerne ]2;3] og [8;10]

f (x) er voksende i intervallet [3,8]

Der er lokalt minimum for x = 3.

Der er vandret vendetangent i X = 5.

Der er lokalt maksimum i x = 8.

Ifzlge veerdimangden har funktionen et globalt minimum pa -3, og det kan ifglge fortegnsskemaet kun
vaere verdien for x = 3, da funktionen ikke er defineret i x=10 og derfor ikke kunne have et globalt
minimum i dette punkt. Dvs. f(3) = -3

Det lokale maksimum ma ogsa vare globalt maksimum, dvs. f(8) = 8

En graf skal altsa opfylde ovenstaende kriterier.

o T o1
o 1 00

+

f(x)=x%+bx*+3x+4
a) f er en voksende funktion netop hvis den afledede funktion er positiv i hele definitionsmangden evt.
0 i enkelte punkter. Derfor differentieres farst:

f'(x) =3x*+2bx +3
Grafen for den afledede funktion er en parabel med benene opad (a = 3 > 0), sa funktionen vil opfylde
ovenstdende, hvis diskriminanten for den tilsvarende 2. gradsligning ikke er positiv (hvis
diskriminanten er nul, vil den afledede funktion have et enkelt nulpunkt), da parablen sa pa intet
tidspunkt kommer under x-aksen — svarende til negative funktionsverdier:

d=(2b)" -4-3-3=4b" -36

d<0 <

4b*-36<0 <

4* <36 <

b’<9 <

-3<b<3

Det er veesentligt at bemerke, at det er grafen for den afledede funktion /” og IKKE grafen for
funktionen f , der er afbildet.
Man kan afleese nulpunkterne for den afledede funktion til:
Xx=-3vx=-1lvx=4
Disse tre nulpunkter inddeler x-aksen i fire intervaller, og i disse intervaller kan man se bestemme
fortegnet for den afledede funktion ved at se, om grafen ligger over eller under x-aksen i det
pageldende interval. Dette bruges til at lave fortegnsskemaet:

X -3 -1 4

f'(x)-0+6—0+
N — N 7

Man har altsa:

f er aftagende i ]-o0;-3] 0g i [-1;4]

f er voksende i [-3;-1] og i [4:00]

f har lokalt minimumix=-30gix=4.
f har lokalt maksimum i x = -1




1.057: Partiklens position til tidspunktet t = 1,5 (1,5 sekunder) bestemmes ved at ga op fra x-aksen ved 1,5 til
grafen og vandret ud til y-aksen, hvor partiklens position kan aflaeses:

Dvs. at positionen er y = 0,24m

Partiklens hastighed det pageeldende tidspunkt svarer til haldningen for den tangent til grafen, der rarer
grafen til tidspunktet t = 1,5s.

Derfor tegnes efter bedste evne en tangent, der rerer det pagaldende sted, og haldningen kan
bestemmes ved at se pa forholdet mellem Ay og Ax:

_Ay 0,43m . .m

Tangenthaldningen: a, .. = 0,3—

AX 1,5s S
Dvs. at partiklens hastighed er y’=0,3m/s



1.058: Temperaturen i stegens indre er angivet op ad y-aksen, mens tiden er angivet ud ad x-aksen.
Sa temperaturen efter 40 minutter aflaeses ved fra 40 pa x-aksen at ga op til grafen og vandret ud til

o

aflesning pa y-aksen:

Dvs. efter 40 minutter er temperaturen i stegens indre pa 42°C

Hastigheden det pagaldende sted bestemmes ved at finde haldningen for tangenten i punktet med
fgrstekoordinaten 40:

Hermed er:
= 2C 58S
50min min

1
1.059: s(t)=5-t2
s angiver streekningen malt i meter, mens t er tiden malt i sekunder.
Farst bestemmes den afledede funktion og derefter differentialkvotienten i t = 16:
1 5.2 51 51

1

—1 _=
S't :5—t2 =—t 2:— —_ — e —
®=5- o

N |-

R

S16) =5 =

N | ol N

1
4

N | ol
lloo | o

oo | o
v |3

Dette vil sige, at efter 16 sekunder bevaeger partiklen sig med hastigheden



1.060: Det er oplyst, at:
f(t)=20+150-In(8t +1)
f'(3)=48
Den oplyste differentialkvotient forteller os, at 3 minutter efter at ovnen er teendt, gges temperaturen
i den med 48 °C pr. minut.

, hvor f er temperaturen malt i °C og t er tiden i minutter.

1.061: N(t) angiver antal indbyggere i en by malt i tusinder, og t angiver tiden i ar efter 1950.
Det er oplyst, at N’(40) = 0,027.
Dette forteller, at i 1990 voksede antallet af indbyggere i byen med 27 personer om aret.

r 2
L 0
7 3 3
3 _4 s 4 L 4 I 922 22 22.21.22 82;
'[x“dx: —X4 | ==-24——.0% = = -
0 R 7 7 7 7

j'exdx{ex]l —e'-e’=e-1

0 i
0

1.063:
dx=[|n|x|]12 =In(2)=In() =In(2) -0=In(2)

P — N

1
X

2
1.064: a) _[2(4x—x2)jx:[2x2 —EXS} :£2-22 —1-23j—(0—0):8—§:%—§:E
0 3 1 3 3 3 3 3
En geometrisk fortolkning af bestemte integraler har altid noget med arealer at gere. Man kan dog
ikke umiddelbart se, om det udregnede tal direkte svarer til et areal, da det afhaenger af, hvordan
grafen ligger i forhold til x-aksen i det pageeldende omrade. Sa det skal farst undersgges.

Det ses, at grafen for f(X) = —X* +4x = X-(~ X+ 4)er en parabel med benene nedad, der skarer x-

aksen i punkterne (0,0) og (4,0). Sa grafen for f ligger over x-aksen i det pageldende omrade, og
dermed er arealet af det omrade, der afgraenses af x-aksen, grafen for f og linierne med ligningerne

x=00gXx=2, %

1.065: J':G+2xjdx = [In|x|+x2];1 =In4+4°-In2-2° = In%+16—4: In2+12

1.066: Der integreres ledvist:
I(x5 +2)dx =%x6 +2x+k

For at bestemme det ubestemte integral af f (x) =3x X benyttes integration ved substitution:
Substitutionen :

t=x*+1 ) .
dt S& man har: J‘sze“ldx:jetdt:et +k=e""+k
— =3x*
dx
dt = 3x%dx
3
Man kunne ogsa have udnyttet, at d(xd +1) = 3x?
X

j3x2ex3”dx = J'emd(x?’ +1)=e"" 1k
1.067: f(x)=x*-4x



Farst skal man finde ud af, hvor den pageeldende punktmangde befinder sig.
Dertil bestemmes skeringsstederne med farsteaksen:

F)=0 < 0=x—-4x=x-(x*-4)=x-(x-2)x+2) & x=-2vx=0vx=2
f er et tredjegradspolynomium, sa en skitse” er:

Grafen for f

1Lc
15

10

16 /
C
S

P

N

I~ —
/ .

X

| intervallet [-2;0] kan det bestemte integral direkte benyttes til at bestemme arealet, mens man i
intervallet [0;2] skal a&ndre fortegn:
2

_ [ 2 _°(y3 2(.,3 11 s 2 ’ 1., 2| _
A_J._zf(x)dx—.[O f (x)dx _I_z(x —4x)dx—.[0 (x —4x)dx {Zx —2X }_2_{2)( —2X l_
O—O—%-(—2)4+2-(—2)2—%~24+2~22+0—0=—4+8—4+8=§

1.068: f(X)=9-x* g(X)=x+3
Inden, der kan tegnes en skitse, bestemmes evt. skaeringspunkter mellem graferne for de 2
funktioner:
fx)=9(x) <
9-x"=x+3 o
0=x"+Xx-6 <
0=(x+3)-(x-2) <
X=-3 v X=2
Skeringspunkterne kunne ogsa veere fundet ved diskriminantmetoden.
Parablen vender benene nedad, sa mellem de 2 skearingspunkter ma den ligge gverst:

En skitse skal sa vise skaeringspunkterne samt at parablen ligger gverst mellem disse.
Punktmangden areal er sa:

A:J'_Zs(f(x)—g(x))dx :J:(Q—x2 — x—3)x :Ji(— X% — X+ 6)dx =
Lo Leiox| (-2 Loiie)-(—Lap-t.Capas(3))-
{—gx ~2x +st_( Ly lorue zj ( L9 ey e 3)j_

2
—§—2+12—9+9+18:19+g—§:ﬁ+£—gz%
3 2 2 3 6 6 6 6

1.069: Da punktmeangden My er placeret under farsteaksen, vil det bestemte integral give en negativ veerdi,
hvis starrelse svarer til arealet af M1. S& man har:

-2 62
j_3 f(x)dx=-A, = I
Det andet bestemte integrals vaerdi bestemmes ved at opdele i de 3 intervaller:
[ teax=[te0dc+[" fooax+[ f(dx=-A, +A, —A, =

62 1312 62 1183 _ 396

15 15 15 15 5

1,070: f(x)=x>-4x P(-2,0) 0(0,0) Q(2,0)



Da det er oplyst, at grafen skaerer 1. aksen i ovenstaende tre punkter, fremgar det af figuren, at
punktmangden M ligger over x-aksen i intervallet [-2,0].
Dermed kan arealet af M bestemmes ved anvendelse af en vilkarlig stamfunktion til f:

J'f(x)dx:.|.(x3‘—4x)dx:%x“—2x2 +k

Som stamfunktion F veelges ovenstaende udtryk med k=0, og arealet er sa:
A, = F(O)—F(—2)=%-O4—2~02—(%-(—2)4—2-(—2)2j=—4+8=4=1
Man kunne ogsa have skrevet:

A, :j; f(x)dx:j(x:"—4x)dx=[%-x“—2x2}i2 :0—0—[%.(_2)4_2.(_2)2j:ﬂ

-2

1.071: Punktmengden M ligger under x-aksen har derfor modsat fortegn af det bestemte integral:

0 16
[ foodx=-A,, = -5
Punktmangden M ligger over x-aksen, sa man har:
3 3 0 125 16) 125 64 189 63
M,=| f(X)dx=|_ fX)dx—| f(X)dx="r—|-—|="F+FZ="F=—
Zjo() L() I—z() 12(3j 12 12 12 4

1.072: For at udregne det bestemte integral udnyttes, at f er en stamfunktion til g, dvs. nar der ses bort fra
en eventuel konstant, der ikke er relevant ved bestemte integraler, er f(x)=G(x):

[ 900ax = [B00F, =[f (. = (@)~ (- =10~ (~2)~12

Funktionsveerdierne er afleaest i skemaet.

For at bestemme tangentens ligning skal man kende en hzldning og reringspunktet. Rgringspunktet
afleaeses af tabellen til P(1,9(1))=P(1,3).

For at bestemme haldningen udnyttes det, at g er en stamfunktion til h, dvs. g’(x)=h(x):

9'M)=h@)=6
Hermed bliver tangentens ligning: y-3=6-(x-1) < y=6x-3

1
1.073: f(x)=x2-1

1 3 9 3
[f (x)dx =j;’[x2 1]dx {% X2 x] - (%92 9}(00):

0
2.49°_9-2.3%_9-18-9-9
3 3 =
Skitse:

2

15

1

> 0,5

0 ; ; ; ; ; ; ;
/1 2 3 4 5 6 7 8
0,5

-1

Dvs. at den punktmangde, der afgreenses af grafen, x-aksen og linien med ligningen x=9, har et areal,
der er 9 enheder stgrre end punktmangden, der ligger under x-aksen og afgraenses af linien med
ligningen x=0 og grafen.
1.074: Den bla graf B svarer til £(x)
Den rgde graf A svarer til f(x)



1.075:

Dette kan ses pa flere mader:

1) Lige efter x = 0 ligger grafen for A over x-aksen og funktionen er voksende. Grafen for B ligger
over x-aksen, men funktionen er aftagende pa dette sted. Ovenstaende konklusion passer med, at
grafen for B ligger over x-aksen, da funktionen bag A-grafen er voksende. Og den omvendte
konklusion (at B skulle svare til f(x) og A til '(x)) passer ikke her, da funktionen bag B er
aftagende, hvormed grafen for A burde ligge under x-aksen.

2) Der hvor grafen B skeerer 1.aksen, har funktionen bag grafen for A lokalt maksimum. Dette passer
med konklusionen, da den afledede funktion har veerdien 0, nar funktionen har lokalt maksimum.
Den modsatte konklusion ville ikke passe, da funktionen bag B er aftagende pa dette sted, hvorfor
grafen for A skulle have ligget under x-aksen pa dette sted.

3) Grafen for A har vendetangent det sted, hvor funktionen bag B har lokalt minimum, hvilket ogsa
passer med konklusionen.

Differentialligningen % —3y = x? er givet, og det er oplyst, at f(x) er en lgsning til den.

X
Da f er en lgsning, og punktet P(2,2) ligger pa grafen for f, kan haldningen for tangenten til grafen i
dette punkt findes ved indseettelse i differentialligningen:

W 3022 o B_gg
dx dx
Og sa bliver tangentens ligning:

y—-2=10-(x-2) < y=10x-18

f(x)=x3+x%+x %—Sy:—BXS—xH
X

Det undersgges, om funktionen er en lgsning til differentialligningen ved at seette ind i
differentialligningen og se, om der fremkommer et udsagn, der er sandt for alle x (dvs. der skal
fremkomme det, der kaldes en “’identitet”).

For at kunne seette ind, skal den afledede funktion bestemmes:

f'(x)=3-x*+2-x+1

Hermed kan der settes ind i differentialligningen:

(3x2 +2X +1)—3(x3 +x2 + x): “3x—x+1 <

X% +2x+1-3x3-3x? - 3x=-3x°* - x+1 <

—3x%—x+1=-3x3-—x+1
Da der er fremkommet en identitet, kan det altsa konkluderes, at:
f er en lgsning til differentialligningen




1.077: %:(xﬂ)(y—l) , xeR og y>1 Ogintegralkurven forlgber i omradet Rx |1 o0f
X

Day>1,er y—1>0), sa det er x-veerdierne, der afgar fortegnet for den afledede funktion:

dy <0 for x<-1
dx
& _ 0 for x=-1
dx
dy >0 for x>-1
dx
Dette giver fortegnsskemaet:
-1
X | >
I »
S 0

00 ~ _—

Sa lgsningskurven har globalt minimumssted i x = —1

aftagende i intervallet |—oo; 1]

Og dener: —
voksende i intervallet [1; oo




2.001: Vinkel A er halveret af den tegnede vinkelhalveringslinie.
A

C Av

Den halve vinkel A kan bestemmes ved at se pa den retvinklede AAA, C . Her kendes den

hosliggende katete og hypotenusen. Sa man har:
1 3 1

cos| =A== =A=cos™ 3 o A=2-414096° =82,8192°
2 4 2 4

Saer: B=90° — A=90°-82,8192° = 7,1808°

Ud fra vinkel A kan de 2 resterende sider ogsa bestemmes:

tana- 2% o, IBC| = tan82,8192° -3 = 23,8118

|AC|

IAC
|AB

cosA=—|<:>|AB|=;O=2_
| c0s82,8192° =

2.002: Z/C=42° , h,=35 , m =37 , ZAMC<90°

A

35[\37

420
C H M B

Oplysningen om, at ZAMC er spids er udnyttet til at placere M, sa det ikke ligger pa linjestykket CH.
Da trekant AHM er retvinklet, kan det sggte stykke bestemmes ved Pythagoras:

IMH[ +|AH[ =|AM[ & |MH|=+37%-35" =12



b) Vinkel A i trekant ABC kan bestemmes ved:
A = ZCAH + ZHAB = (90°~ ZACH ) + ZHAB = (90° — 42°) + ZHAB = 48°+ ZHAB

For at bestemme den manglende vinkel, skal man ga en lille omve;.
Farst bestemmes lengden af stykket CH i den retvinklede trekant ACH:

tan(C) = M < [CH|= 35
|CH| tan(42°)

Hermed er: |CM|=|CH|+|MH|=238,871438019 + 12 = 50,871438019

Da ma er medianen fra A (dvs. linjen der deler siden BC i to lige store stykker), har man: |CM |=|MB|

Og dermed er: |BH | = |MH | + | BM | =12+50,871438019 = 62,871438019

Og da trekant AHB er retvinklet, har man altsa:

tan(éHAB)zm & ZHAB=tan™ [W
|AH| 35

Hermed er: ZA,;. = 48°+60,8956818749° =108,8956818749°

=38,871438019

j =60,8956818749°

2.003: a) Lad A vare projektionen af A pa linjen I, dvs. det punkt pa I, der ligger til venstre for F og er
rgringspunktet mellem den stiplede linie og |. Lad By veere det tilsvarende punkt til hgjre for F. Da
skibene sejler parallelt med kystlinien, vil vinklerne v og u svare til henholdsvis:
v=ZAFA, og u=ZBFB,.

Trekanterne AFA| og BFB; er retvinklede, sa man har:
|AA | o |AF|- 1200m

sin ZAFA, = - 5 =1866,86859m =1867m
|AF| sin 40 —
BB

sin Z/BFB, = BB, BF| = 2900M _ 345 6327m = 1346m
|BF| sin 48

b) Afstanden mellem skibene bestemmes ved at regne pa trekant ABF, hvor man allerede kender to af
siderne. Vinklen ~arFB kan hurtigt findes:

/AFB =180° — Z/AFA — /BFB, =180° —40° - 48° =92°
Sé kan man benytte en cosinusrelation:
|AB|" =|AF|" +|BF|* —2:|AF|-|BF| - cos ZAFB <

|AB| = {(1867m)? + (1346m)? — 2-1867m -1346m - c0s92° = 2339,07443m = 2339m

c) Det er punkterne A og By, der afgar, hvornar de 2 skibe passerer hinanden, nemlig nar afstanden
mellem punkterne er 0. Denne afstand kan beregnes ved at kigge pa de 2 retvinklede trekanter AFA|
og BFB,. Farst ses pa tidspunktet 12.00:
|AA| |BB,| 1200m  1000m
[AB| = |AF|+[FB| ="+ ===
tanv tanu tan40" tan48
Samme udregning foretages for tiden 12.00:30:
|AA| |BB,| 1200m 1000m
B l.... =|AF|+|FB,|= + = +
A '|Ny“'dsp“”'“ A+ [Py tanv tanu tan42° tan51°

= 2330,508m

=2142,519m

Dvs. at pad et %% minut er afstanden parallelt med Kkystlinien mindsket med
2330,508m — 2142,519m =187,989m

Da afstanden til at begynde med er 2330,508m, vil det altsa tage:
t— 2330,508m

~187,989m
tidspunktet 12.06:12.

-Yominut = 6,1985minutter far skibene passerer hinanden. Det vil altsa ske til



2.004:

2.005:

AACD er retvinklet, og da man allerede kender vinklen o ved A, har man kun brug for én side i
trekanten for at kunne bestemme lengden af linjestykket CD, der i forhold til o ligger som den
modstaende katete (Man ville kunne sige det samme om ABCD).

Laengden af stykket AC kan bestemmes ved at benytte sinusrelationerne pa AABC, nar man farst har
bestemt vinklerne i denne trekant:

ZABC =180° - =180°-37,6° =142,4°
ZACB =180° - — ZABC =180°-27,2°-142,4° =10,4°

Saer:
AC AB i o
- A =— [AB] < |AC|=50km- M =168,99735567km
sin(£/ABC) sin(ZACB) sin(10,4°)
Dette bruges i den retvinklede AACD:
: ICD| : :
sin(a) = AC] < |CD|=|AC|-sin(cr) =168,997km-sin(27,2°) = 77,2483409549km = 77km

Lad jordens centrum veere betegnet med O.
Afstanden fra jordens centrum og ud til AWACS-flyet er: |OF| = 6371km + 9km = 6380km

a) AAFO er retvinklet, da liniestykket AF er en del af tangenten til cirklen i punktet A, og tangenten
er vinkelret pa radien.
Dermed er:

c0s ZAOF = —— « /AOF = COS_1(6371km
[OF| Okm

Sé& kan den store vinkel inde fra centrum bestemmes:
/AOB =2 /AOF =6,08736871379°

j = 3,04368435689°

Nu ses pa AABO. En cosinusrelation giver:
|AB|2 =r’+r*>-2.r-r-cos ZAOB <

|AB|* =2-r? (1 cos ZAOB)

|AB| = y/2- (6371km)? - (1 c0s6,087°) = 676,566203389km = 676,6km

Cirkelbuen AB bestemmes ud fra omkredsen af en cirkel og den del af cirklen, som vinklen spaender
over:

~ 6,087°
AB=2-7-r 3600 =676,884517588km = 676,9km




2.006: En skitse af trekanten er:

a) Vinklerne bestemmes ved hjeelp af cosinusrelationerne:
A= cosl(cz 0 (2c)2j _ cosl(wj =104,4775°

2-c-1%c 2-1-15
2 2 (11.0)2 2,92 4p2
B= cos{c +(22C) 2(1 /) ]: cos{—1 +221 21’5 j: 46,5675°
. C . C . _
AND 2 _ 2 142 L 92 _ 12
C= cosl((1 /202) ;/(20)2 ¢ } = cos{%} = 28,9550°
. 2C . C . 2 . _

b) Vinkel A er stump, sa hgjden fra B falder uden for trekanten.
Trekant BBrC er retvinklet, sa man har:

. IBB,| . s 5 5
sinC = <5SIn28,9550" =— < c= - 5= 516398
BC| 2c 2-sin 28,9550
Dvs. at man har:
|AB| =c=516

|AC| =1%¢=15-516398 = 7,74597 = 7,75
|BC| =2-c=2-516398 =10,32796 =10,33

T=%hy -|AC| =0,5-5-7,74597 =19,36492 =19,36

2.007: Da x>y, den sidste side 1 og omkredsen 10, sd ma x veere den lengste side i trekanten. Da trekanten
er retvinklet, er x altsa hypotenusen, og man har sa falgende 2 ligninger:
X+y+1=10 x+y=9< y=9-x
X =y?+1°
Ved indsattelse af den gverste ligning i den nederste fas:

XX =09-x)+le
x> =81+ x*-18x+1<
18x =82 <

82 41
X=—=—

18 9



2.008: C: X*+4x+y*-6y-23=0 |:3x—4y—4=0

a) For at bestemme afstanden fra cirklens centrum til linien, skal man omskrive cirklens ligning, sa
centrum (og radius) kan afleeses:

X2 +4x+y?-6y-23=0 < (x+2) +(y-3) =23+4+9=36
C(—2,3) r=6
Sa er afstanden fra linien til cirklens centrum:

. b- 3-(-2)-4-3-4 |-22
dist(p, 1) B0 vove] 32 |2 2

Va® +b? J3#+42 B 5

b) Linjer, der er parallelle med I, er pa formen 3x -4y +k =0

Hvis de samtidig skal vere tangenter til cirklen, skal deres afstand til cirklens centrum svare til
radius. Dermed skal geelde:

pl2)ased o [8+el o F18+4/=30 <
V3 + 47 5
-18+a=30 v -18+a=-30 < a=48 v a=-12

Hermed er de sggte tangenters ligninger:
t :3x—4y+48=0

t,:3x-4y-12=0

- t - —t
2.009:a=[ Jb[ j
t+1 t+1

For t = 2, der skal bruges i de to farste spgrgsmal, har man:

a) Arealet af det af vektorerne udspandte parallelogram:

laet(EN |2 B2 2 ol
A= |det(a,b) - I ~[2-3-3-(-2)| =12 =12
L 10
b) Projektionsvektoren: EZb'?.az_2'22+3;'3.(2j=£.[2J= 13
R 2+3 (3) 13(3) |15
13

c) De veerdier af t, for hvilke vinklen mellem de to vektorer er 60°, bestemmes:

!

b 1 a-b 1 2+t +142t
cosbl° =—— & —=— & —=
al-|b 2 ‘aHb‘ 2 2+t 4142t APt 4142
1:—21+2t o WiA+1=2+4t o 22-2t-1=0
2 2t°+2t+1

Det ses, at denne andengradsligning ikke giver pane lgsninger, s den loses med ’solve’:
solve(2x2 —2x-1=0, x) der giver x=-0,3660 v x=1,3660

Dvs. at de sggte t-veerdier er:

t=-0,3660 v t=1,3660




2.010: A(0;0; 3,6) B(-3,2;6,4;10,8) C(0;12,8; 3,6)
a) En parameterfremstilling for linjen gennem B og C findes ved at tage udgangspunkt i punktet C og
0-(-3,2)) (32
benytte BC =| 12,8—6,4 |=| 6,4 [som retningsvektor:
3,6-10,8 —7,2

X 0 3,2
y |=[12,8 |+t:| 6,4
z 3,6 -7,2
Plgkken skal anbringes, hvor denne linje skarer xy-planen, dvs. der hvor z-koordinaten er 0:
36-72t=0 < t:ﬁzl
7,2 2
Skeeringspunktet bestemmes sa ved indsattelsen i linjens parameterfremstilling:
X 0 3,2 1,6
y[=]12,8 |+ 1 6,4 |=| 16 |. Dvs. plgkken skal seettes i punktet (1, 6;16; 0)
z 3,6 7,2 0 -
3,2 0-(-3,2) 3,2
b) Teltfladen ABC er en trekant, der udspendes af BC =| 6,4 |og BA=| 0-6,4 |=|-6,4].
7,2 3,6-10,8 —7,2

Arealet af teltfladen er sa det halve af leengden af krydsproduktet mellem disse to vektorer:
Dette bestemmes pa T1 n’spire ved:

[3.2] [3.2]
bei=l ¢ 4 6.4
[77.2] 7.2
[3.2] (35]
ba:9-6.4 6.4
-7.2] -7.2,
CI‘OSSP(bC,ba) -92, 16-
0.
-40.96}
0.5 /(-92.162+0%+(-40.9¢)2 50,4261519457
Dvs:
Tree =50,43

2.011: P(L-54) C(-550)
a) En retningsvektor for linjen m gennem P og C bestemmes:

-5-1 -6
PC =|5-(-5)|=| 10
0-4 —4
For at fa en lidt simplere retningsvektor veaelges vektoren ensrettet med ovenstaende, men halvt sa lang:
-3
r=| 5
-2
Og med punktet P som udgangspunkt har man sa parameterfremstillingen:
X 1 -3
y|=|-5|+s:| 5 ; SeR

Z 4 -2




2.012:

b) Skeeringspunktet (og kontrollen af dette) findes ved at sammenstille de to parameterfremstillinger,
sa der er 3 ligninger med 2 ubekendte:

Da disse veerdier for s og t opfylder alle tre ligninger, er der — som oplyst i opgaven — et skaeringspunkt
mellem de to linjer. Dets koordinatseet findes:

X, 1 -3 1-3 -2
Y, |=|-5|+1] 5 |=|-5+5|=| O
z 4 -2 4-2 2

S

Skeeringspunktet S har altsd koordinatszttet (—2,0,2)

E(L-64) F(-4-53) G(-453) H(164)
1-3t=1-3s S=

Forst findes to retningsvektorer for planen5-5t=-5+5s; < {s+t=2; < s=t=1:
4-2t=4-2s s—-t=0

1-1 0

EH =|6-(-6) |=|12

4-4 0
0
Sa den ene retningsvektor kan vaelges til enhedsvektoren ensrettet med ovenstaende: Fl =|1
0

Man kan ikke bruge en vektor fra F til G, da den er parallel med den farste retningsvektor, sa der tages
udgangspunkt i:

1-(-4)) (5
FH =|6—(-5)|=|11|=r,
4-3 1

Sa skal en normalvektor for planen bestemmes, og her bruges krydsproduktet:
0 5 1.1-0-11 1
r,xr,=|1|x|11]|=]| 0-5-0-1 |=| 0 |=n
0 1 0-11-1-5 -5
Med udgangspunkt i punktet H findes sa en ligning for planen:
1 x-1
0||y-6|=0< 1-(x-1)+0-(y-6)-5-(z-4)=0 < x-1-5z+20=0 <
-5)(z2-4
X—52=-19

0
En normalvektor for den vandrette plan er nT§ =10]|.
1

Vinklen mellem planerne er vinklen mellem deres normalvektorer, sa man har:

0 1
0 0
1)(-5 - —
cos(v) = & cos(v)= > e cos‘l(—sj =168,69°
0 1-41% +(-5)° J26
0
1 -5

Hvis det er den spidse vinkel, der sgges, er denne: w =180°-168,69° =11,31°




2.013: Kuglens ligning: (x -1 +(y—2)* +(z-1)° =49
N(28) P(357)
Kuglens centrum aflaeses ud fra ligningen til: C(1,2,1)

En parameterfremstilling for linjen I gennem C og P skal bestemmes.
Forst en retningsvektor:

3-1 2
CP=|5-2|=|3]|=r
7-1 6
Med udgangspunkt i punktet C bliver:
X 1 2
I: |y|=|2|+t-|3]| ; teR
z 1 6

Sa skal en ligning til tangentplanen til kuglen i punktet N bestemmes.
Da radius star vinkelret pa tangentplanen, findes en normalvektor ved farst at se pa:

1-1 0
CN=|2-2|=|0
8-1 7
Og sa vaelges normalvektoren som enhedsvektoren ensrettet med ovenstaende:
0
n={0
1

Med udgangspunkt i punktet N bliver planens ligning sa:
0-(x-1)+0-(y-2)+1-(z-8)=0 « z=8

Skeringspunktet mellem linjen og planen findes sa ved at finde den veerdi for parameteren t, hvor z-
koordinaten er 8:
8=1+6t < t= %

Og sa findes skaeringspunktet ved at indsette i parameterfremstillingen:

1+%-2 %
§ - ; +Z' 2 = 2+Z-3 = i1 . Dvs. skearingspunktet er (Ql—l8j
z 1 6 6 ;3 g 3 2
1+E-6




2.014: Oplyst punkt: P(2,Y,,4) ; V,>0

Oplyst plan: a:z2=6

a) Farst bestemmes ligningen for den kugle, der har centrum 1 O(0,0,0), og som tangerer o.
Man mangler radius, der netop er afstanden fra O til o. Denne kunne godt bestemmes ved at
anvende afstandsformlen fra punkt til plan, men man kan ogsa udnytte, at o er parallel med xy-
planen og ligger 6 enheder forskudt op ad z-aksen. Afstanden fra O til o er dermed 6, og cirklens
ligning er:
(x=0)"+(y-0)°+(z-0)"=6> < x*+y’+22=36
Da punktet P ligger pa denne kugle, kan dets manglende 2. koordinat bestemmes ved indszttelse i
kuglens ligning:
2°+y.+4 =36 < y =16 < y,=4 (isidste skridt er oplysningen om, at y-koordinaten
skal veere positiv benyttet).

En parameterfremstilling for linjen I gennem O og P kan hermed bestemmes, hvor udgangspunktet

2 X 2
er O, og hvor man bruger OP =| 4| som retningsvektor: I: |y |=t-| 4.
4 Z 4

Skaringspunktet mellem linjen og planen findes ved at udnytte, at z-veerdien skal veere 6, da
punktet skal ligge i planen. Hermed kan parameteren t bestemmes:

6=t-4 < t=§
2

Dette indsattes i linjens parameterfremstilling for at finde skaeringspunktet:
X 3 2 3

I: |y =5 4 |=|6 |, dvs. skeeringspunktet er (3,6,6)
z 4 6



3.001: a) Lad x veere veegten mélt i kg, og lad y vaere hgjden mélt i meter. S er: BMI(x,y)= iz
y

70
b) BMI(70,1,80)= —— =216

Da dette tal ligger mellem 18,5 og 24,9, ligger personen altsa i normalvaegtomradet

c) For en kvinde med y = 1,65 har man: BMI(x)= X __X (eller BMI(x) =0,3673-x)
165% 2,7225

Farst findes den nedre greense for vaegten. Her er BMI = 18,5:

185=— %« x=185-2,7225 = 50,37
27225

Sa findes den gvre graense for veegten. Her er BMI = 24,9:
24,9 = < X=24,9.2,7225=67,79

2,7225
Dvs. at denne kvinde for at ligge i normalomradet skal veje mellem 50,4kg & 67,8kg -

3.002: y=315-0,887"
a) Folgende ligning kan enten loses ved "solve’ eller ved udregningen:
19=315-0,887" <

31—9 =0887" <

In(;—gj =t-In0,887 <

| ( 19 )
__\815) 4,2160563 = 4,22
In 0,887 -

15
In(315j
b) Farst findes det tidspunkt, hvor vitaminindholdet er 15: t = W =6,187436

noy,

Dette indsattes i det andet udtryk for at finde nitratindholdet:
z = 20,3+ 61,4-0,884°""* = 489315699 = ﬂg

3.003: Ifglge opgaveteksten har man altsa en eksponentiel udvikling med vakstraten r = -2,45%.
3) f(x)=7g-(@-0,0245)* =7g-0,9755"
f(2) =79 -0,9755% = 6,6612g = 6,664
Der er altsa 6,66g tilbage efter 2 ar.

b) Det matematiske udtryk er fundet allerede i spargsmal a), men det kan forsimples yderligere, hvis
det angives, at f(x) angiver massen af stoffet malt i gram efter tiden x malt i ar. Sa er udtrykket:

f(x) = 7-0,9755"

c) Hvis der skal vaere 1 gram af stoffet tilbage, skal der ga:

1
1 In(7)
1=7-09755" & ==09755" < x=——"2_=78,4479
7 In 0,9755

Dvs. der skal ga 78v ar, for der er under 1 gram af stoffet tilbage.




3.004: Lad trekantens hgjde veere h, dens grundlinje g og dens areal T.
Lad cirklens radius veere r og dens areal A.

a) Manharsi&: T=%-h-g og A=rx-r’

Hvis de skal have lige store arealer, har man alts: ¥%2-h-g =71’

b) Radius kan sé isoleres (r >0): %-h-g=7-r> < r? e 0o

2.7 2.7

:1.7[.r2
3

3.005: Rumfanget af en kegle er V -h

kegle

a) Lad alle leengder veere malt i enheden dm. Sa har man:
3

w-r

1=1 7 heh=—2
3

b) Overfladearealet af cylinderens krumme overflade er produktet mellem omkredsen af
cirkelfladen og hgjden af cylinderen, og bunden er arealet af en cirkel. Sa man har:

onN=2-7-r-h+z-r’*=2-7-r-

6
Attt =—+x-r?
z-r r

3.006: P(2,0) Q(8,0) R(0,4)
Forskriften for det 2. gradspolynomium, hvis graf gar gennem de 3 punkter, bestemmes:
f(x)=ax’ +bx+c
PunktetR giver: 4=a-0°+b-0+c < c=4
Punkterne P og Q giver sa:
0=a-8+b-8+4 < 64a+8v=-4
0=a-2°+b-2+4 < 4da+2b=-4 < 16a+80=-16
Her er den sidste ligning ganget igennem med 4, sa de 2 ligninger kan treekkes fra hinanden:
64a+8b—(16a+8b)=-4—(-16) <

48a =12 < a=%

Denne verdi indseettes for at finde b: 4%+2b:—4 & 2b=-5 o b:—g

1 5
Hermeder: f(X)==x*-=x+4
4 2

3.007: a) Betegnelserne I, b og h bruges om henholdsvis lengde, bredde og hgjde.
Man har altsd h=b og | =4-b

Klodsens overfladeareal som funktion af hgjden bliver:
A(lLb,h)=2-1-b+2-1-h+2-h-b

A(h)=2-4h-h+2-4h-h+2-h-h=18h?

b) Hvis rumfanget skal veere 32 cm?, har man:

V(l,b,h)=1-b-h
V(h)=4-h-h-h
32cm?® = 4h®

h® =8cm?
h=%/8em’ = 2cm
b=2cm




3.008: logE =2,4m-12  mer Richtertallet E er energimangde

a) Richtertallet 6,5:
logE=2,4-65-12 <

logE=144 <
E =10"* =2,512.10"
Dvs. at der frigives 2,5-10% J ved et jordskeelv med stgrrelsen 6,5 pa Richterskalaen.

Energimangde 8,0-10"J
log(8,0-10°)=24m-12 <«
13
- _ log(80-10% )+ 1.2
2,4
Dvs. at det pageldende jordskelv har veerdien 6,3 pa Richterskalaen.

=6,29295

b) y=14-10°-0,1288" v gen. arlige antal med mindst Richtertallet m.
m=4,5.
y=14-10°-0,1288"*° =13,82768
Dvs. at der i gennemsnit er knap 14 jordskaelv med Richtertallet mindst 4,5 om aret.

y=10:
10=14-10°-0,1288" <
is =01288" <
14-10

M In 0,0000714285714

In0,1288
Dvs. at Richtertallet pa de 10 arlige jordskeelv er mindst 4,7

=4,6581

c) En sammenhang mellem E og y findes ved at isolere m i den farste ligning og indsatte den i den
anden:
logE=24m-12 <
log E +1,2 m
2,4

Indsattes:
log E+1,2

y=14-10°.01288™ =14-10°-01288 2* =14.10°-2§01288 " =~ =
14.10° -24/01288"" -24/01288 " © =50244.0,4257"9¢

3.009: Rumfanget af en cylinder med hgjden 2t og grundfladeradius r er givet ved:
V(rty=z-r*-(2t)=2.z-r -t
Dette er altsa rumfanget som funktion af 2 variable, og nu skal variablen r udtrykkes ved t, sa
rumfanget bliver en funktion af t alene.
Grundfladeradius r og den halve hgjde t udger kateterne i en retvinklet trekant, hvor kuglens radius er
hypotenusen. Da kuglens radius er 10, har man altsa:
r’+t°=10° < r?=100-t,
Dette indsettes i det gverste udtryk, og man far:
V(t)=2-7-(100—t?)-t =200z -t - 27 -t°




3.010: f(t)=100-0,60-09' ; t>0

Da f(t) er effektiviteten, og da det fremgar af teksten (og funktionsudtrykket hvis man kigger naermere
pa det), at effektiviteten gges med tiden, begynder effektiviteten under de 0,95, og man skal altsa lgse
ligningen f(t)=0,95. Dette kan geres med ’solve’:

solve(0,95=1,00-0,60-0,9%,X) der giver x = 23,58
Udgveren skal altsa vaere beskaftiget med arbejdet i godt 23v uge , for effektiviteten er 0,95.

3.011: f(X)ZZ'Sin(X_Tﬂj-FZ ; 0<x<4r

a) Nulpunkterne kan bestemmes pa forskellige mader. En made er at tegne grafen pa lommeregneren

I vinduet Xe [0;47T ] og bestemme nulpunkter ved “zero”. En anden made er at bestemme dem
analytisk:

F()=0 < 2.sin(X;”j+2=O o sin(X_Tﬂj:—l o

)(_T”:%+p.2ﬂ S X—7n=3r+p-dn < Xx=4r+p-dx

De eneste af disse veerdier, der ligger inden for definitionsmaengdener: x=0 v x=4x

En “skitse” af grafen er sé:

X
45

o /
: / )\
T 7 \

0,5
0

T T T X
0 3,1415927 6,2831853 9,424778 12,566371

b) For at vise at funktionen har et maksimum (som det tydeligt ses pa grafen), arbejdes med den
afledede funktion:

‘x)=2-1.cod X7
f'(x)=2 5 cos( 5 j

F100=0

cos(x_”jzo =N
2

X—r T
=Z4+pr o

2 2

X—m=nm+p-27 &
X=2r+p-2x
Af disse veerdier er der 3 inden for definitionsmangden: x=0 v Xx=27 v X=4r
Fortegnet for den afledede funktion bestemmes i de 2 intervaller afgraenset af ovenstaende 3 verdier:
f'1)=0,48>0
f'(10)=-0,96 <0
Hermed bliver fortegnsskemaet:

0 271
X | l

I [
[ 0 + 0 -

fix) 0 / \ 0

Det ses altsd, at funktionen har et maksimum for x = 27

o T &
\ 4




3.012: a) En skitse af figuren er:
C
y
B
D _________________ —
Stige 5m
Husmur Mur 2m
X A
E 1,5m F

Da husmuren og muren er parallelle, danner stigen de 2 ensvinklede trekanter ABF og BCD.

Hermed er:
|cof_[p8l oy 15 _ _3
BF| |FA 2 X X

Da husmuren ma formodes at sta vinkelret pa jordoverfladen, er trekant ACE retvinklet, sa Pythagoras
giver:
|AE|" +|CE|" =|AC|" < (EF|+|FAf +(cD|+|DE|f =5° <«

L5+ x) +(y+2)* =25

b) Den farste ligning indseettes i den anden:
3 Y 9 12
(1,5+x)2+[—+2J =25 < 225+X° +3X+— +4+—=25
X X X

Hvis x = 0, svarer det til, at stigen star lodret, og s& kan den ikke sta op ad husmuren, sa denne vaerdi
kan ikke bruges. Derfor kan ovenstaende ligning ganges igennem med x?2:

x* +3x° -18,75x° +12x+9=0

Dette er en fjerdegradsligning, der kan have op til 4 lgsninger. De findes med solve:

Solve(x* +3x* —18,75x* +12x +9 = 0 x), der giver lgsningerne:

x=21987 v x=15 v x=-04357 v Xx=-6,263

Alle lgsninger er altsa fundet, og da x skal veere positiv, har man, at de mulige afstande mellem muren
og stigens fodpunkter 1,5m og 2,20m

3.013: Leengderne angives i meter, sa ligningerne bliver uden enheder.
Arealet af dugen er:
A=20-11
Arealet af dugen efter vask er:
A-(1-0,05)=2,0-(1-x)-11-(1-x)
Ved at dividere den nederste ligning med den gverste fas:
A-095 20-(1-x)-11-(1-x) 0,95 = (1— x)
A 2,0-11 = - 7
Man skal abenbart ikke lgse ligningen, men kun opstille den, sa ovenstaende er et facit.




3.014: a) Da beholderen bestar af en cylinder med en halvkugleudhulning, har man:

Vbeholder :chlinder _Vhalvkugle =7 r2 -h _%'g'ﬂ-' r3 =7 rZ (h _g' r}

Da rumfanget er 20 dm?:

20:7r-r2-h—§-7r-r3 = 7Z'-r2-h=20+§-72'-r3 =

2 3

h= = +g-r
z-r? B

Det er dog lidt uklart, om beholderen skal kunne rumme 20 dm? inden i cylinderen eller oven i
halvkuglen. Her er opgaven lgst, som om der spgrges efter rumfanget inden i cylinderen, da den anden

mulighed ikke inddrager cylinderens hgjde, hvorfor den sidste del af spargsmalet ikke ville give
mening.

b) Overfladen bestar en cylinder med bund men uden top samt en halvkugle. S& man har:
A)eholder = Acylinderbund + &ylinderside + Ahalvkugle =

7z-l’2+2-7r-r-h+%-4-7z-r2 =3-7-r*+2-z-r-h=z-r-(3-r+2-h)

3.015:
a) Kvadratet har arealet 1, da sideleengderne begge er 1.

Trekant ABC’s areal bestemmes ved at traekke arealerne af de 3 andre trekanter fra kvadratets
areal:

1 1 X2 NG
Toge =1 x-x=2-=-1-(1-x)=1- 2 14 x=xX-"
ABC 2 2 ( ) 2 2

b) x skal ligge mellem 0 og 1, s& pa grafregneren indtastes arealet som funktion af x, og vinduet
seettes, s& X € [0;1] og Y€ [0,1]_
Tegn en skitse!!!

Ved hjlp af *'maximum’ bestemmes det sted (markér det pa skitsen og angiv koordinatszttet),
hvor arealet er starst (eller ogsa bemarkes det, at det er i intervalendepunktet):

Man har altsa, at X =1 giver det starste areal (der sa er %).

3.016: a) Gavlen indtegnes i et koordinatsystem, sa dens hgjeste punkt ligger pa y-aksen og fodpunkterne
ligger pa x-aksen.

Lad forskriften veere f(X) =ax® +bx +¢
Med det pageeldende valg af koordinatsystem bliver skaeringen med y-aksen og dermed c-vardien:
c=48
Toppunktets farstekoordinat er —23, og daden er 0, har man: bh=0
a

Et af fodpunkterne har koordinatseettet (2,5 ; 0), hvilket bruges til at bestemme a-veerdien:
0=a-25°+48 < -48=625a < a=-0,768

f(x) =-0,768x* + 4,8

b) Hvis portens bredde skal veere 3m, kan dens maksimale hgjde findes ved at bestemme:
f (1,5) =-0,768-15% + 4,8 = 3,072, da den s& er placeret lige i midten af gavlen.
Porten kan altsa hgjest vaere 3,07m

Hvis portens hgjde skal veere 3,5m, kan dens maksimale bredde bestemmes ud fra:

35=-0,768x>+48 < x?= 13 < x=x130104

0,768

Igen er den optimale placering af porten i midten af gavlen, sa den maksimale bredde bliver:
Bk = 2-1,30104m = 2,6m



4.001: a) Pa boksplottet afleeses mindste og starste observation (som der ikke sparges om) ved endepunkterne
angivet med lodrette streger.
Nedre kvartil afleeses ved den lodrette streg, der udger boksens venstre side, gvre kvartil ved stregen,
der udger boksens hgjre side, og medianen aflaeses ved stregen, der ligger inden i boksen:

X i =00

Nedre kvartil = 6
Median =8

@vre Kvartil =9
X =13

4.002: a) Pa TI n’spire under ’Lister og regneark’ indtastes de 15 observationer blandt laeger i liste A og de
10 observationer blandt kvinder i liste B. Listerne navngives "Leeger’ og ’Kvindelaeger’
Der er kun én variabel i spil (nemlig antal indgreb), sa der valges:
"Statistik’ >’ Statistiske beregninger’—>’Statistik med én variabel’.
Sa velges 2 lister (fordi der er to sat observationer).

Som den farste liste veelges liste A, og som den anden liste veelges liste B.
lzeger .kvmde... -] E F & 2] |

=0OneVar(:=0neVar(t

27 19 Titel Statistik .. Statistik ..

50 7% 41.3333.. 191

33 14 Zx 620. 191.

25 25 Zx? 31572, 4571.

86 5sx ;= sn-.. 20.6074.. 10.1264..

25 33 gx = on.. 19.9086.. 9.60676...

85 29n 15. 10.

k1l 18 Minx 20. 5.

37 31 QX 27. 10.

44 10 MedianX.. 34. 18.5

20 QX 50 29

36 MaxX 86 33

59 SSX 1= Z..5945.33., 922.9

34

28 I e
E15 | |T|T|

Ud fra dette kan man aflaeses sterste og mindste observation samt kvartilsettet, der kan bruges til
at tegne et boksplot.

Hvis lommeregneren skal tegne et boksplot, skal man abne en ny side med ’diagrammer og statistik’
og der tilfajes en variabel pa x-aksen. Derefter hgjreklikkes pa x-aksen, sa man kan tilfgje endnu en
x-variabel.

Endelig vaelges boksplot under ’Diagramtyper’. Sa man far:

1
- -

T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

kvindelzeger

laeger

@kvindelager @lager

Det bemerkes, at den hgjeste observation hos laegerne ikke er angivet ordentligt. Stregen skulle
have veeret forlaenget ud til de to cirkler.




Pa TI-89:

Tallene

indtastes i stat/list editoren, og der laves 1-variabel statistik pa dem hver for sig. Dette giver:

Laeger generelt:

X =20

Nedre kvartil = 27
Median = 34

@vre Kvartil =50
X wx =86

Kvindel

ige leeger:

X =5

Nedre kvartil =10
Median =18,5
@vre Kvartil = 29
X e =33

Laeger

Kvindeli
}_ _{ Iae\ggre *

v

0 20 40 60 80

b) Ved at se pa boksplottene ses det for det farste, at de mandlige laeger er langt mere tilbgjelige til
at foretage indgrebet (Den starste observation blandt kvinderne ligger under medianen blandt
legerne, sd der ma veere en betydelig andel af de 15 laeger, der er mand, og de er tydeligvis mere
tilbgjelige til at foretage indgrebet).

Og sa er der abenbart ikke sd mange kvindelige leeger blandt de 15, for 50% af de kvindelige laeger
ligger under den laveste af leegerne generelt.

Der er desuden nogle fa (maske én) ret ekstrem mandlig leege. Blandt kvinderne ses der ikke de store
afvigelser mellem de enkelte laeger.



4.003: a) Den kumulerede frekvens udregnes og bruges til at tegne sumkurven:

Farti m/s 0-200 200-400 400-600 600-800 800-1000
Kumuleret frekvens 10,5 48,5 83 98,5 100
litmolekylers fart

100%
g 8%
fé 60%
E 40%
E 2%
4

0%

0 200 400 600 800 1000
m/s
litmolekylers fart

100%

94,6%
£ 80%
=
£ 60%
E 0%
3
5 20%

0%

0 200 400 600 7’5%130 1000
m/s

Man gar lodret op fra 1. aksen ved 750 m/s og vandret ud fra skaeringen med sumkurven. Her
aflaeses, at det er 94,6%, der har hastigheder under 750 m/s. Dvs. at det er 5,4%, der har

hastigheder over 750m/s.



4.004: a) Nulhypotesen er, at dedeligheden inden for 30 dage er den samme pa OUH og de gvrige
hjertecentre.
Med andre ord skal det undersgges, om dgdeligheden inden for 30 dage er uafhangig af, om
hjerteklapoperationen foretages pa OUH eller pad de gvrige hjertecentre, og dermed er det et y2-
uafhangighedstest, der skal foretages.

TI n’spire:

Farst gemmes tallene i en matrice:

a=[11 206 11 206
32 1374 32 1374 H

Derefter vaelges under 'menu’ (lommeregner) eller vaerktejerne (computer): ’Statistik’ = ’Statistiske
tests’=> "y 2-uathaengighedstest’.
Da matricen er gemt som ’a’, velges denne som observerede matrix, og man far:

X*2way a: stat.results "Titel" "y2-uathzngighedstest" a
"y 5.68631589325
"PVal" 0.017097712715
"df" 1.
"ExpMatrix" K
"CompMatrix" "L

Lommeregneren har angivet, at der er 1 frihedsgrad (df), og den giver y2-testvaerdien 5,69.
Endelig giver den sandsynlighedsveerdien 1,7%, og da testet blev udfart med et 5%-signifikansniveau,

ma nulhypotesen forkastes, dvs. dgdeligheden inden for 30 dage efter en hjerteklapoperation er IKKE

ens ved OUH og de gvrige hjertecentre.

Alternativt kan man klare det hele direkte ved:

¥*2way [11 206 ]:smr‘ results "Titel"
32 1374 2
"PVal"
"
"ExpMatrix"
"CompMatrix"

"yx?-uafthzngighedstest" n
5.68631589325
0.017097712715
1.

"
TURL

Forste del af udtrykket er skrevet ’chi22way”

T1-89: Farst skal der skabes en matrix. Dette gares ved:
[11,32;206,1374]>a

(bemaerk hvor der er anvendt komma og semikolon inden i []).

Under Flashapplikationerne (FlashAPPS) valges ’Stat/List-editoren’.
Med F6 valges 'Tests’ og *Chi2 2-way’ og som matrix velges ’a’.

Lommeregneren giver sa:

Chi-2 =5,6863
P value =0,0170977
Df=1

Dermed kan man konkludere det samme som vist ovenfor.



Delvist i handen:

Farst skal man bestemme de verdier, der svarer til nulhypotesen.
Man udregner summen af reekkerne og sgjlerne:

Dgd inden for 30 dage Overlevet | alt opereret
OUH 11 206 217
@vrige 32 1374 1406
| alt 43 1580 1623

Da i alt 43 ud af 1623 er dgde inden for 30 dage, og da 217 er opereret pA OUH og 1406 pa gvrige

har man:
43

OUH g = - +217=5,7492282132

1580
OUHoverIevet 1623

43

=——--217=211,250770179

@avrige,,, = 1673 -1406 = 37,2507701787

@vrige 1580

overlevet 162

=123 -1406 =1368, 74922982

Dvs. den forventede tabel er:

FORVENTET Dgd inden for 30 Overlevet | alt opereret
dage
OUH 6 211 217
@vrige 37 1369 1406
| alt 43 1580 1623

Sa kan teststarrelsen y? beregnes:
(obs — forv)’

Y—t =

forv

(11-5,74923)° (32-37,25077)° (206-211,25077)° (1374 -1368,74923)’
+ + + =
5,74923 37,25077 211,25077 1368,74923
5,6863158932529

For at se, om nulhypotesen skal forkastes, indtastes pa TI n’spire:

Y?Cdfl0,5.68631589,1) 0.982902287253
1-0.98290228725345 0.017097712747 H

Dette viser altsa, at der kun er 1,7% chance for, at nulhypotesen er rigtig, dvs. den skal forkastes.

b) Da p = 0,017 = 1,7%, ville konklusionen veere, at man ikke kan forkaste hypotesen om, at

dedeligheden ved operationen er ens ved OUH og de gvrige hjertecentre.

Hvis man benytter signifikansniveauet 5%, vil man ifglge a) konkludere, at dedeligheden er starre pa

OUH ved hjerteklapoperationer end pa de gvrige hjertecentre.

Konklusionen er dog ikke ngdvendigvis korrekt, for hvis man forestiller sig, at OUH er eksperter i
operationen og derfor far de mest komplicerede af hjerteklapoperationerne, vil ”svarhedsgraden” vere

en skjult variabel, der giver en systematisk fejl.

”Sverhedsgraden” vil nemlig bade korrelere med den uathangige variabel (De svareste operationer

ender pa OUH) og pa den afhangige variabel (jo hgjere sveerhedsgrad, jo sterre dedelighed).



4.005: Der er spurgt 500 i alt, og man nu udregne:

sum,, . 266
- Antal kvinder = —- 264 =140, 448
Antal personer 500

SUM; g : 149
- Antal kvinder = —-264 =78,672
Antal personer 500

su mved ikke

Kvinder,, =

Kvinder,

imod —

Kvinder,,, . = - Antal kvinder = 58750 -264 = 44,88

Antal personer
sum,,, 266

Meend, = - Antal mend = —-236 =125,552
Antal personer 500
sum.
Mend, , = | Antal mand = 0. 236 = 70,328
Antal personer 500
Surnvedikke 85

Meend,q e = - Antal meend = =00 236=40,12

Antal personer
Dvs. at tabellen bliver:

FORVENTET For Imod Ved ikke Sum
Kvinder 140 79 45 264
Meand 126 70 40 236
Sum 266 149 85 500

Sa kan y?-teststarrelsen beregnes:
, < (obs—forv)" (151-140,448)" (79-78,672)° (34-44,88)’
X T T woass T Tmenz T aaes
(115-125,552)° N (70-70,328)’ N (51-40,12)°
125,552 70,328 40,12

p-veerdien bestemmes nu ved indtastningen (antallet af frinedsgrader er to, da man ud fra kendskabet
til to ’passende” observationer kan beregne resten):

Y2Cdfl0,7.2706052302,2) 0.973624048582 [

1-0.97362404858158 0.026375951418
Dvs. at p =0,026 = 2,6%

=7,2706052302

Hvis man arbejder med et signifikansniveau pa 5% (hvilket er det normale), vil man altsa forkaste
hypotesen om, at de to ken har samme indstilling.

Man kunne ogsé have fundet svarene pa de to spergsmal ved pd TI n’spire at indtaste:

x22way 151 79 34|siat, results [ "Titel" "x’—uaﬂlangighedstest"_ B
115 70 51 "y 7.2706052302
"PVal" 0.026375951418
"df" 2.
"ExpMatrix" "I
| "CompMatrix" "L
stat. ExpMatrix 140.448 78.672 44.88]
125.552 70.328 40.12

Pa T1-89 kan man udregne det hele ved:

[151,79,34;115,70,51]>a  (bemark hvor der er anvendt komma og semikolon inden i []).
Under Flashapplikationerne (FlashAPPS) velges ’Stat/List-editoren’.

Med F6 velges *Tests’ og *Chi2 2-way’ og som matrix valges ’a’.

Lommeregneren giver sa:

Chi-2 =7,2706052302

P value = 0,026375951418

Df=2




4.006: a) Det er y?-uafthengighedstest, sd pa T1 n’spire indtastes:

x22way [8 17]:5(@1. results "Titel" "y*-uafhzngighedstest" | i
75 48 "x2" 7.08240168177
"PVal" 0.007784460808
"df" 1.
"ExpMatrix" aARK
| "CompMatrix" "I
stat. ExpMatrix 14.0202702703 10.9797297297-
€8.9797297297 54.0202702703 ]

Den opstillede tabel bliver altsa:

FORVENTET Gruppe A Gruppe B | alt
Dad 14 11 25
Overlevende 69 54 123
| alt 83 65 148

b) Med et signifikansniveau pa 5% og p-veerdi pa 0,778%, kan man altsa forkaste nulhypotesen og
konkludere, at medicineringen ser ud til at have (positiv) betydning for patienternes
overlevelseschancer.

Pa T1-89 kan man bestemme p-verdien ved:

[8,17;75,48]>a  (bemeerk hvor der er anvendt komma og semikolon inden i []).
Under Flashapplikationerne (FlashAPPS) velges ’Stat/List-editoren’.

Med F6 veelges "Tests’ og *Chi2 2-way’ og som matrix valges ’a’.
Lommeregneren giver sa:

Chi-2 =7,08240168177

P value = 0,007784460808

Df=1



4.007: a) Nulhypotesen er, at de to operationstyper giver samme problemer med forstoppelse, og man kan sa
beregne de forventede veerdier ved:

— ‘]aTOta! 'TOtthjerte = ﬁ -60=12,972972973
Antal patienter 111 —_—

hjerte

N ejtotal 8 7

NEjyjere = ; ‘Total,,,, =——-60=47,027027027
Antal patienter 111 —_——
B = I Total,,,,, = 24 51-11,027027027
Antal patienter 111 —_—
NEjjunge = Ne’“"‘?' -Total,,,, = 87 51— 39,972972973
Antal patienter 11 —_—

b) Sa kan y-teststarrelsen beregnes:

7 ZL (obs - forv)j

forv

(9-12,97)° N (51-47,03)° L (511 03)° N (36-39,97)°
12,97 47,03 11,03 30,07 @ ——

Der er 1 frihedsgrad i undersggelsen, da man kun behgver at kende ét af tallene for at udregne de andre,
0g sa kan p-vardien bestemmes pé T1 n’spire ved:

Y2Cdfl0,3.3735,1) 0.933747136481 ﬁ

1-0.9337471364809%4 0.066252863519
Dvs. at p=6,6%

Da man normalt arbejder med et 5% signifikansniveau, kan man ikke forkaste nulhypotesen, dvs. der
er ikke signifikant forskel pa omfanget af forstoppelse ved de to operationer.

Det kunne ogsa have varet beregnet pa TI n’spire ved:

xzzway[g 51}:“0,‘,-93,”',5 "Titel" "y2-uafhengighedstest” r
15 36 2" 3.37868914807
"PVal" 0.066044563449
"df" 1.
"ExpMatrix" "L
"CompMatrix" "[...]"




4.008: a) Der er 179 adspurgte, og man kan sa beregne:

Sum
Hunkgn = 2. Hunken,,, = %-78 =15,687150838

YT Antal elever
SumIkke—ryger 143

Hunken,, e = —————Hunken,, = —78=62,312849162
YT Antal elever 179
sum,,. 36
Hanken,, ., = ———>— Hanken,,, = —-101= 20,312849162
Antal elever 179
Sum
Hanken ., ger = —— % . Hankan,,,, = 143 -101=80, 687150838
%" Antal elever 179
Man har altsa:

Forventet Ryger Ikke-ryger Sum
Hunkgn 15,687 62,313 78
Hanken 20,313 80,687 101

Sum 36 143 179

b) Pa TI n’spire kan man finde bade y>-teststgrrelsen og p-veerdien (og man kunne ogsa have faet

tabellen ovenfor) ved:

x22way [21 57]:stat.r‘esu]ts "Titel" "y?-uafhzngighedstest" | A
15 86 "y 3.99171522182
"PVal" 0.045724495373
"df" 1.
"ExpMatrix" "]
" CompMatrix" "L
stat, ExpMatrix 15687150838 62.312849162
20.312849162 80.687150838]

Man har altsa:

7°=39917 p=4,51%

¢) Man har féet en y2-teststarrelse pa 6,34, og da der er én frihedsgrad i undersggelsen, da man kun
behgver at kende én veerdi for at beregne resten, kan man finde p-vardien pa TI n’spire ved:

x2Cdf{0,6.34,1) 0.988195511879 1|
1-0.98819551187917 H

0.011804488121
Dvs. p = 1,2%, og dermed kan man med signifikansniveauet 5% forkaste nulhypotesen. Dermed

giver undersggelsen IKKE beleeg for at haevde, at rygevaner er uafhaengige af kan.




4.009: a) Det er et y2-uafhangighedstest, og det foretages pa TI n’spire ved:

—
x22way [18 43 10}3{0{_,‘95”115 [ "Titel" "x’—uafh&'ngighedstest”_ 2
48 175 41 "y 1.8187191938

"PVal" 0.402782084641
"df" 2.
"ExpMatrix" "[...]"
" CompMatrix" "]

Da p = 40%, vil man ikke forkaste nulhypotesen med et signifikansniveau pa 5%. Man vil altsa ikke

kunne sige, at drikkevanerne ikke er uafhaengige af kan. Men egentlig spgrges der jo om noget andet.
Der spgrges om, hvorvidt der er beleeg for at antage, at drikkevaner er uafhaengige af ken, men den

type spgrgsmal kan slet ikke besvares.

b) Den nye tabel bliver:

Drikker Drikker ikke Sum
Pige 61 10 71
Dreng 223 41 264
Sum 284 51 335
Dette underseges pa TI n’spire ved:
x22way [ 61 10}3;0{, results [ "Titel" "xz—uaﬂlangighedstest"_ 8
223 41 "x2" 0.090621781811
"PVal" 0.76338817209
"df" 1.
"ExpMatrix" "[...1"
| "CompMatrix" "[...1"

Man far p=76%, og dermed kommer man frem til samme konklusion som i spgrgsmal a), som
egentlig er, at man ikke kan besvare spgrgsmalet.
Og egentlig ma man slet ikke @ndre kategorierne uden at lave en ny undersggelse.



4.010: Dette er et ¥>GOF-test, da man har en rekke observationer, der skal sammenlignes med en
forventning.
Farst udregnes det forventede antal legetejsbolde af de forskellige slags ud fra den angivne procentdel
og antallet af bolde (200):
10%-200 =0,1-200 = 20
85%-200 =0,85-200 =170
5%-200=0,05-200=10
Mindre end 20 cm Mellem 20cm og 22cm Over 22cm
20 170 10
Det laves sa et GOF-test pa TI n’spire ved:
Under’Lister og regneark’ indtastes den observerede tabel (28,160,12) i liste A. I liste B indtastes den
forventede tabel (ovenstdende). Der vaelges *Statistik’ >’ Statistiske tests’=>’y?-Goodness of Fit test’.
Som observeret tabel vaelges liste A, og som forventet tabel veelges liste B.
Antallet af frinedsgrader er 2, da der er tre observationer, og da man kan udregne den sidste af de tre
observationer, nar man kender de to farste:

=x*GOF(a

28 20 Titel ¥2—Good..
160 170 %2 4.18823..
12 10 PVal 0.12317..
df 2

ComplLis..{3.2,0.58..

P-vardien er 12,3%, dvs. med et signifikansniveau pa 5% vil man ikke forkaste hypotesen om, at
legetgjsboldene stammer fra den omtalte storproducent. Dvs. forsendelsen kan godt stamme fra

storproducenten.

Pa T1-89 valges FlashAPPS ’Stat/list-editor’ og de observerede observationer leegges i liste 1 og de
forventede i liste 2. Sa vaelges 6 (tests) og chi-2 GOF med obs: list 1 og forv: list2 og df: 2.
Det giver det samme resultat som med Tl-n’spire.



4.011: a) De forventede hyppigheder, nar der er 236 blomster beregnes:
hss =0,25-236 =59

Mysersa = 0,50-236 =118
e = 0, 25-236 =59

b) Man kan nu beregne y>-teststarrelsen pa TI n’spire ved:

(66—59)2+(115—118)2 1
59 118 59

Dvs. at 4 =1,178

(55_59)2 1.17796610169

Der er to frihedsgrader, sa man kan udregne p-veerdien ved:

¥3Cdfl0,1.17796610169,2) 0.445108705823 ﬁ

1-0.44510870582261 0.554891294177

Dvs. p-vaerdien er 55,5% og med et signifikansniveau pa 5% kan man ikke forkaste nulhypotesen, dvs.
der er ikke beleeg for at forkaste arvelighedslovene.

Man kunne ogsa have beregnet de sggte starrelser ved et GOF-test:

=x*GOF(a

66 59 Titel x2-Good...
115 1182 1.17796.. N

55 59 Pval 0.55489..

df 2.

ComplLis..{0.83050..

4.012: Nulhypotesen er, at klagebehandlingstiden den pageldende méned fulgte firmaets *erfaring’. Dvs. man
kan fa en forventet reekke ved at gange procentdelen med det samlede antal klager (120):

Antal minutter 0-5 5-10 10-15 Over 15 | alt
Observeret 37 53 25 5 120
Forventet 36 48 24 12 120

Der er tre frihedsgrader, da der er fire observationer (sa den sidste kan udregnes med kendskab til de
tre farste).

Det laves sa et GOF-test pa TI n’spire ved:

Under’Lister og regneark’ indtastes den observerede reekke i liste A. I liste B indtastes den forventede
reekke. Der valges ’Statistik’ >’ Statistiske tests’ = y2-Goodness of Fit test’.

Som observeret tabel vaelges liste A, og som forventet tabel vaelges liste B.

=x*GOF(a

37 36 Titel ¥x*-Good..
53 482 4.67361..
25 24 PVal 0.19731..
5 12 df 3.
Complis.. {0.02777..

Da p-veerdien er 19,7%, kan man med signifikansniveauet 5% ikke forkaste nulhypotesen, dvs. der er
ikke beleeg for at haevde, at klagebehandlingstiden har gndret sig.



4.013: a) Populationen er den del af danskerne, der stemmer.

Stikprgven er de 968 respondenter i meningsmalingen.
Procenterne omregnes til forventede og observerede stemmetal ved at multiplicere procentdelen med 968.

Parti S Rad Kons SF DF \Y/ EL Lib.All | Kr. Dem
Observeret antal | 255 52 93 164 137 232 20 11 5
stemmer
Forventet antal 247 49 101 126 134 255 21 27 9
stemmer

b) Der laves %2-GOF test pa tabellen. Der er 8 frihedsgrader. Det er lidt beteenkeligt, at der kun er
observeret 5 stemmer hos Kr. Dem, da testet sa er lige pa greensen til, at det kan bruges:

Det laves sa et GOF-test pa TI n’spire ved:

Under’Lister og regneark’ indtastes den observerede rakke i liste A. I liste B indtastes den forventede
reekke. Der vaelges *Statistik’ >’ Statistiske tests’=’y?-Goodness of Fit test’.

Som observeret tabel vaelges liste A, og som forventet tabel veelges liste B.

B C D E
=x2GOF(a
255 247 Titel Titel x2-Good..
52 49 %2 X2 25.9853..
93 101 PVal Pval 0.00105..
164 126 df df 8.
137 134 Complis.. ComplLis...{0.25910..
232 255
20 21
11 27
5 9

Dvs. 4*=25985 p=0,1%
Med et signifikansniveau pa 5% ma nulhypotesen altsa forkastes, dvs. stemmefordelingen ser ud til at
have &ndret sig.

c) Nar tabellens verdier slas sammen (hvilket inden for statistisk er en strengt ulovlig
fremgangsmade, nar det ikke er sket, far man har set resultaterne) far man:

Parti SF Ikke-SF
Observeret antal stemmer 164 804
Forventet antal stemmer 126 842

Der er nu kun 1 frihedsgrad, men ellers testes det pA samme made:

B 4] 5] i
=x?GOF(a[].b[].1): Co

164 126 Titel x*—Goodness of Fit t.. i
804 842 x? 13.1752818309_
Pval 2.8366606332e-4

df 1.

Complis.. {11.460317460317,1..

Da p-veardien ikke kan veere starre end 1, kan man se, at man skal have det hele med, sa man kan se,
at p=2,83666-10"" =0,0284%

Som navnt har man foretaget en ulovlig sammentelling, men hvis man bare skal konkludere pa
tallene, er SF’s fremgang signifikant med et signifikansniveau pa 5%.




a) Der benyttes stat/list-editoren, og veerdierne fra tabellen indskrives som henholdsvis listl og
list2, hvorefter der laves linear regression med list2 som funktion af list1:
Det giver: g(t) =0,830-t +226,8

b) Farstisoleres t i udtrykket med Fahrenheit-temperaturen:

F=18t+32
F-32=18-t <
F—32:t

18

Dette indsattes i udtrykket for trykket:
g(F)=0,830- F-32, 226,8=0,461-F +212,0

| Maple bliver udregningerne:

restart

with{ Gym)

a) Da det er en linezr funktion, og da man har mere end to punkter, skal der anvendes linezr regression:
temperatur == [5.0,10.1,299, 400, 702,90.1]:

trykci= [231.1,235.1,251.1, 2602, 2851, 301.5] -

glt) == LinReg|temperatur, trykg t)

(1) =0.829926577718869 ¢ + 226.753168414260

Forskriften for trvkfunktionen er altsa:

glt)=0 831+ 226,75

b) Da Fahrenheit-temperaturen som funktion af celsius-temperaturen er givet ved F(t) == 1. 8-t + 32 :_kan
man isolere t i denne forskrift og efterfalgende indsatte dette i den forste forskrift:
F(f)=1.814+32 =
F(t)—32=1,81t«
F(r)—32
.8 "'
Dette indszttes i den forste funktion:

F] — ¥
g(F) =0,829926577718869 110 —32
g(F) =0,4610703209 -F + 211, 9989181

+ 226, 753168414260




5.002: a) Pa Maple laves potensregression, da det er oplyst, at funktionen er en potensfunktion.

restart

with(Gym) -

Diameter == [4, 5, 6,8, 10, 14, 16, 20, 24, 26] :

Brudstyrke == [250, 400, 600, 1000, 1550, 3200, 4000, 6000, 8600, 100001 :
f(x) == PowReg( Diameter, Brudstyrke, x) :

F(x) =17.0921822651829 x!-70192249099996

Dvs. f(x) = 17.0922. 701922

b)

Pa T1-89 benyttes stat/list-editoren, og diameteren indskrives som list1 og tovets brudstyrke
som list2, hvorefter der laves potensregression (powerregression) med list2 som funktion af
listl:

Det giver: f(x) =171 ¥ 962

Pa Tl-n’spire valges siden “Lister og Regneark”, hvorefter diameteren indskrives i sgjlen A
og tovets brudstyrke i sgjlen B. Der trykkes pa "Menu’-knappen og valges ’statistik’—>
“statistiske beregninger’ = “potensregression’.

Som x-liste veelges: a[]

Som y-liste veelges: b[]

Resultatet gemmes som f1 og funktionsudtrykket bliver:

f(x) =171 x"*

Metode 1: Da brudstyrken skal fordobles, fas de 2 ligninger:
1,962
f(x) =171 x,* } 200 11 (X_ZJ o X s

2-f(x)=171-x,"" f(x) 171-x** X, X,
X2 _1424
Xl

Dvs. at diameteren skal vaere 1,424 gange S stor.

Metode 2: Da det er en potensfunktion, kan man bruge (l+ ry)=(1+ r, )a, ry er vaekstraten

for den afhangige variabel, nar den uafhangige variabel har haft vaekstraten rx.
Da brudstyrken skal fordobles, er r, =100% =1, s& man fér:

(1+1)=(1+r, < (1+1)="""%2 =1,423758
(1+ r, ) er fremskrivningsfaktoren for den uafhangige variabel, sa diameteren skal altsa veere
1,42 gange sa stor, hvis brudstyrken skal fordobles.

)1,961922



5.003: a) Der er mere end to punkter til radighed, sa der skal bruges regression. Derfor benyttes stats/list-
editoren, og tabellens veerdier indtastes, sa antallet af ar efter 1970 laegges i List1 og antal unger i List2,

og det er opgivet, at f(x)=b-a", s& der benyttes ExpRegression med List2 som funktion af List1.
Dette giver:
a=11404

b =787
Forskriften for funktionen er alts&: f (x) = 787-11404"

b) 50000 unger svarer til f(x)=50000, og grafregnerens ’solve’ bruges:
solve(50000 = 787 -1,1404%,x) , der giver: x=31,6
Dvs. der vil veere 50000 unger i lgbet af ar 2001

I Maple lgses opgaven ved:
PESTAMT

with( Gym) :

a) Modellen er en eksponentiel udvikling, da x stir som eksponent. Da der er oplvst mere end to punkter,
skal man anvende regression. Det bemarkes, at tiden skal vaere antal ar EFTER 1970

tid = [0, 8 11,14, 17 20,23, 27]:

umger == [ 700, 2500, 3400, 5200, 7500, 11000, 16000, 25300] :

Farst defineres den segte funktion:

flx) == ExpReg(tid unger. x) :

Derefter beder man Maple om at angive funktionen:

Flx) = 787.036654960656 1.14038665297092"

Dws.a=1, 14038665 og b= 787, 03665

b) Hvis antallet af unger skal veere 50000, har man f{x) = 50000. Denne ligning leses ved:
feolve( f(x) = 50000, x) = 31.60224133
Da tiden er antal ir efter 1970, vil dette svare til & 2002




5.004: a) Da det er oplyst, at sammenhangen er en eksponentiel udvikling, laves eksponentiel
regression i Maple:

restari

with(Gym) :

Temperatur = [ -25,-20,-15,-10] :
Holdbarhed = [280, 154, 91, 49] :

local D

D(7) = ExpReg( Temperatur, Holdbarhed, T') :
D(7) =15.7109064418162 0.891276993745327"
Dvs. at D(7) =15.7109-0.891277"

b) D(-18)=157-0,891" =124,7305
Dvs. at ved -18°C er holdbarheden 125 dage

Hvis holdbarheden er 180 degn har man:
180=15,7-0,891" <
180

— =0891" &
15,7

180
In| —
3 [15,7J

~ In0,891

=-2118681

Dvs at temperaturen er —21,2°C

QT =% _ InN%2 46551291 -60
* Ina In0891 =

Nar temperaturen gges med 2 grader celsius har man:

D(T +2)=157-0,891"* =15,7-0,891" -0,891* = D(T)-0,891%* = D(T)-0,794375
Man har altsa:

(1+r)=0,794 < r =0,794 -1=—0,206 = — 20,6%




5.005: a) Der er mere end to punkter til radighed, sa der skal bruges regression. Derfor benyttes stats/list-
editoren, og tabellens verdier indtastes, sa alderen leegges i List1 og leengden i List2, og det er opgivet,

at f(x)=b-x", s& der benyttes Powerregression med List2 som funktion af List1.

Dette giver:
a=0,1178

b =1,8367
f(x) =1,8367 - x*""®

b) Laengden af en sgko, der er 8 ar gammel:
f (8) =1,8367 -8°"" = 2,34652
Dvs. at lengden (ifelge modellen) er 2,35m (hvor det ses, at tabellen ved 7ar afviger lidt fra

modellen).
Alderen af en sgko, der er 2,25 meter lang:

Dette bestemmes med grefregnerens ’solve’: SO|V6(2,25 =18367- ", X), der giver x=5,600598
Dvs. at sgkoen er 5,6 ar

Regnet i Maple:
restart

a) Der er oplyst mere end to par af malevardier, s der skal anvendes regression.

Funktionstypen er oplyst til at vaere £ (x) = b-x", s der skal anvendes potensregression.
Derfor hentes Gym-pakken og vardierne laagges ind som lister:

with(Gym) :

Alder == [1.5,2.5,5.0,7.0,9.5,10.0, 13.0, 17.0, 22.5, 29.0] :

Leengde == [1.97, 2.02, 2.15, 2.35, 2.39, 2.41, 2.47, 2.56, 2.7, 2.72] :

f(x) == PowReg(Alder, Leengde, x) :

£(x) = 1.83673016463457 x> 1779350919211

Dvs. man har b = 1, 836730 og ¢ =0, 1177935 samt f(x) = 1, 8367-x> 17"

b) Nar sekoen er 8 ar gammel, er x = 8, sa man har:
f(8) =2.34651587740524
Dvs. cr soko pa 8 ar er 2, 35 m lang.

Nar leengden er 2,25m, er f (x) = 2, 25, s4 man har:
solve( f(x) =2.25) =5.600598414
Dvs. en soko pa 2,25mer 5, 6 dr




5.006: | =1,-e %

Dette er en eksponentielt aftagende funktion pa formen | =1, -.e™* hvor halveringskonstanten er
In(2
X, = L) dvs. man har: X, = N2 _ 1763733
k 0,0393

Da x svarer til blyveeggens tykkelse malt i mm, svarer dette til, at gammastralingens intensitet halveres
for hver 17,6mm blyvaeg.

5.007: f(t)=3,00-300-¢ %%
f(t) er bromkoncentrationen malt i mmol pr. L som funktion af tiden t.

a) Til at begynde med er bromkoncentrationen altsa 0, da f(0)=0. Den vil sa vokse i tidens lgb og
nerme sig 3mmol pr. L, da e > -0 fort - oo |

p(h)=226-e """ - 11<h<25
h: Hgjden malt i km
p: Trykket malt i mb

a) For at finde den hgjde, hvor trykket er 50mb, skal man lgse ligningen p(h) =50
Dette gares pa et CAS-redskab med:

solve(50 =226.¢ 070, x) der giver x = 20,60
Dvs. at trykket er 50mb i hgjden 20,6km

Det bemarkes, at denne hgjde ligger inden for det omrade, hvor udtrykket geelder.

b) Trykket er 226mb i 11km’s hejde (p(11)=226), og sé aftager det eksponentielt med hgjden
indtil 25km’s hejde.
Da e =0,855, falder trykket med 14,5% pr. km.

5.009: a) Da rektanglet skal have en lengde, skal x>0. Og da det er indskrevet i en cirkel, skal dets leengde
veere mindre end cirklens diameter, dvs. x<2-r=2-2=4

Altsé er: Dm(f)=]0;4]

Da diagonalen i rektanglet er en diameter i cirklen (den gar gennem centrum), giver den retvinklede
trekant:



5.010:

y2+x2=(2.r)2 & y=44r’=x?
dvs.

y =422 —x2 =16 - X’
Og sa er funktionen, der angiver arealet:

f(X)=x-y=x-416-x°

Opgaven lgses bade i Maple og i n'spire. Farst Maple:

a) Forskriften er angivet til at vere B=k A7 , og da den vath®ngige variabel Af stir som rod 1 en potens,
skal der anvendes potensregression:

with({ Ghe )

Masse == [0.16, 0.26, 0.30, 2, 11, 16, 45, 60, 70, 400, 650

Filestofskifle == [0.97, 1,45 1.55 4.8, 14.5, 20, 50, 68, 87, 266, 411 :

B(M) = PowReg(Masse, Fvilestafskifle, M)

B(M) = 3.37123779639039 pg0121006481302033

Dws. at k=3, 3712338 og » =0, 7210065

b Hwis honlestofskiftet skeal were 100 watt, skal B(A4) = 100, og denne ligning loses ved:
solve (B(Ad) = 100) = 110.1243478
Drws. at massen af dyrearten er 110, 1 kg

a) Det er opgivet, at sammenhangen er en potensfunktion, og det benyttes sa til at lave
powerregression pa tabellens veardier med massen i listl og hvilestofskiftet i list2. Det giver:

B=337-M"™
Man har altsa: k =337 r=0,721

P& TI n’spire udferes det ved under ’Lister og regneark’ at indtaste massen i liste A og
hvilestofskiftet i liste B. Der vaelges ’Statistik’->’Statistiske beregninger’—>’Potensregression’,

0g som Xx-liste veelges a[], mens y-listen er b[]. Resultatet gemmes som f1:
B & B

=PowerRe

0.16 0.97 Titel |Potensre..‘|

0.26 1.45RegEgn  a*x*b

0.3 1.55a 3.37123..
2 4.8b 0.72100...
1 14.5r* 0.99498..
16 20r 0.99748..
45 50 Resid {0.07059..
60 68 ResidTra..{0.07556..
70 87
400 266
680 411

Man bemerker, at a-vardien svarer til k, og b-veerdien svarer til r, og sa har man udtrykket
angivet ovenfor.
b) Hvis et dyr har et hvilestofskifte pa 100 watt, har man:

100=337-M*™? <
@ MO e
3,37

M =072 290 _ 1101849
337

Dvs. at ifglge modellen er dyrets masse 110kg

TIn’spire: Du udtrykket er gemt under f1, indtaster man:

A
solve(f1(x)=100,x) x=110.124347375 | }"
Dvs. at ifglge modellen er dyrets masse 110kg




3
5.011: a) Da kuglen har radius 0,5 meter, er dens rumfang: V = g T Mg = % T (%j = % ¥

Da keglen skal have samme rumfang som kuglen, har man:

zliren o hot
2-r

3
Keglen bestar af en bund og den krumme, spidse overflade, sa overfladearealet bliver:

2
1 +Ogigs =7-F +7-1-5=

2

O(r) = Obund + Ospids = Ocirke

2
1 1
P +r-rNrP+h =z-r’+z-r- r2+(2 = | =z-r*+xz-r- r2+4 -
.r .r

Det er undervejs udnyttet, at radius, hgjden og sidelinjen danner en retvinklet trekant med sidelinjen

som hypotenuse:
"

b) Man kan f.eks. bestemme den radius, der gar overfladearealet mindst muligt, ved pa
lommeregneren at tegne en graf og finde minimumsstedet, men man kan ogsé som her pa TI n’spire

benytte den farste og anden afledede:

Udfort 7
O(I‘):=I' T P ifort
4 1‘4
Solve(i(o(r))=0‘,.) r=0.561231024155
dr

d* 33.5103216383
_2(0(?’))|?‘=0.56123102415469

dr

Det bemarkes, at den anden afledede er positiv det sted, hvor den ferste afledede er 0, dvs. man har
et lokalt minimum, og dermed er det r =0,561m, der giver det mindste overfladeareal.

Den tilsvarende hgjde er: h = 1 _ 1 =1,58740105197 , dvs h=1,587m
2-r> 2.0,56123102415469° _




6.001: f(x)=%x3—x2 —X+4

a) Grafen tegnes i et almindeligt koordinatsystem:

N

Grafens skaringspunkter med fgrsteaksen kan enten aflaeses pa grafen og kontrolleres ved indszttelse
eller findes ved hjelp af grafregnerens “’solve™:

Metode 1: Skeringspunkterne aflaeses til (-2,0) , (2,0) og (4,0). De kontrolleres:
f(-2) :%(—2)3 —(-2) —(-2)+4=—2-4+2+4=0

f(2)=%.23—22—2+4=2—4—2+4=o
f(4)=%~43—42—4+4:16—16—4+4:O

Sa de aflaeste punkter ER altsa skaeringspunkterne med farsteaksen.

Metode 2: Pa grafregneren  udregnes solve(% x}—x*—-x+4=0,x), der giver

x=-2 eller x=2 eller x=4

Da funktionen er et tredjegradspolynomium, kan der hgjst veere 3 skaringer med x-aksen, og
grafregneren har altsa fundet alle 3, der er (- 2,0), (2,0) og (4,0)

b) Det skeeringspunkt P, der har den mindste fgrstekoordinat, er P(-2,0).
En ligning for tangenten i dette punkt skal bestemmes, s& der mangler en heeldning:

3
fr'(x)==x?-2x-1
(x) 2

f'(—2)=%-(—2)2 —2-(-2)-1=3+4-1=6

Hermed er tangentens ligning:
y-0=6-(x—(-2)) < y=6x+12



¢) Lad Q(xo,Yo) veere rgringspunktet for tangenten to. Der er 2 mader at bestemme tangentens haldning

pa.
Farste made: Da tangenten gar gennem bade P(-2,0) og Q(Xo,Yo), er dens haldning:
a= yo -0 — yo

Xo—(=2) X, +2

1 3 2
— Xy — Xy — X, +4

Og da Q ligger pa grafen for f(x), kan yo erstattes med: a = 4

Xg+2

Anden made: Den afledede funktions verdi i reringspunktets fgrstekoordinat er pr. definition

tangentens haldning, s&: a= f'(x,) = %x(f -2-%X,-1

Da tangentens heeldning (selvfalgelig) skal veere den samme uanset fremgangsmade, kan de 2 udtryk
settes lig hinanden og leses med “’solve” pé grafregneren:

L X —x+4
3
solve(4 5 = sz —2-x-1,X), der giver x = 3 eller x = -2, selvom x = -2 ikke kan veere
X+

en lgsning, da den ikke er med i grundmangden, da naevneren i brgken bliver 0. Denne lgsning ville
dog ogsa bare svare til den tangent, der allerede kendes.
Sa det er den anden lgsning, der kan bruges, og for at finde koordinatsattet indsattes:
f(3) _Lliggeg,4.20.36,4 5

4 4 4 4 4

N——

5
Hermed er rgringspunktets koordinatsat (3:—2




6.002: O(x) = ?m x? + 30
X

a) 0(2) =§7z-22 +4—20:52T”+2oz74,4543

Dvs. at en radius pa 2dm vil give en overflade pa 74,5dm?

For at finde den radius, der giver den mindste overflade, ses pa den afledede funktion:

O'(x)=26Tﬂx—4—O

X2

0(X)=0 <
267 40
Y X—— =
3 x?
267 40
3 x?
o120
267

X = g/ﬂ ~ 11368
137

0'(1)=-128<0
0'(2)=445>0
Hermed bliver fortegnsskemaet:

0
X I
I

0'() id -

oK) id \ /

Det ses altsa, at der er globalt minimum i x = 1,1368, dvs. beholderen har den mindste overflade for
radiusen 1,14 dm

0

© 14 r
v

Opgaven kunne ogsa vare lgst grafisk ved at tegne grafen i et passende vindue og finde minimum.



6.003: O(x) = x*® —30x?* +500x + 30

a) Farst opstilles et udtryk for fortjenesten F, der er salgsindtegter S fratrukket omkostninger
(Definitionsmangden er alle ikke-negative tal):

F(X) = S(X) ~ O(X) = 308 X — (x* —30%? +500x +30) = —x° + 30x? —192x — 30
For at finde et maksimum for fortjenesten arbejdes med den afledede funktion:

F'(x) = =3x° + 60x —192

F'(x)=0 <

0=-3x"+60x-192 <

0=x*—-20x+64

d =(-20)* —4-1-64 = 400 — 256 =144

(-20)+ 144 20412 {16

2-1 2 4
F'())=-135<0
F'(10) =108 >0
F'(20)=-192<0
Der kan mindst produceres 0 tons, og fortjenesten findes sa fa de relevante x-veerdier:

F(0)=-30
F(4) =-382
F(16) = 482
Ud fra disse informationer kan et fortegnsskema tegnes:
0 16
X

4
| |
| |
F(x) - 0 +

0 -
F(x) -30 \_382 / 482 \

Der kunne ud fra analysen af den afledede funktion have varet starst fortjeneste for x = 0 eller x =
16, men x = 0 ville have veret lidt underligt, da det svarer til ingen produktion og dermed intet salg,
og det ses ogsa i ovenstaende skema, at den produktion, der giver den sterste fortjeneste, er 16 tons

v




6.004: f(t)=97,5-t-e*® : t>0

For at finde det tidspunkt, hvor iltunderskudet er starst, ses pa den afledede funktion, hvor det
bemaerkes, at der bade skal bruges regneregel for differentiation af produkt af funktioner og sammensat
funktion (eller ogsa differentieres pa lommeregneren):

£(t)=975-(1-e** +1-(~0,39)-e°¥)=975.e**" . (1-0,391)

For at finde nulpunkter for den afledede funktion bruges nulreglen, og da en eksponentialfunktion kun
giver positive vardier, har man altsa:

f't)=0 <

1-0,39%t=0 <

t= ig =2,564103

For at eftervise at dette svarer til et lokalt (og globalt) maksimum findes konkrete veerdier:
f'(1)=40,3>0

f'(3)=-51<0
Man har altsa fortegnsskemaet:
0 2
X I |
I I
S 0

o ~

lltunderskudet er altsa starst efter 2,6 degn

,56

v

1
6.005: a) s(t) =5-t2
Hastighedsfunktionen er den afledede af stedfunktionen:
1
v(t) =s'(t) :5.%.'[ 2 —i

24t

Hvis hastigheden skal veere 2 m/s, skal:
2
-2 o afi-5 o i=2 o t:(§j o t=22_15625
2Vt 4 4 16
Dvs. at partiklen har hastigheden 2 m/s efter 156s



6.006: a) Arealet af de fire sider er: Ay, =4- (X- h)=4xh

Avrealet af bund og 18g er: Ay, =2 (X X)= 2%

Arealet er opgivet i cm? og prisen i kr. pr. cm?, sd enhederne passer sammen og udgiften kommer ud i
kroner.

U (X’ h) =2- Asider +3- Abund+lég = M

b) Nar udgiften er 100 kr. har man:

_ 2
100 =8xh+6x?> < 100-6x> =8xh <« h=M=§—§
8x 2x 4

Og hermed er rumfanget:

V(x):x-x-h:XZ -[é—B—Xj:H,Sx—O,?&xS
2x 4

c) For at finde den verdi af x, der giver det starst mulige rumfang, kan man indtegne en graf pa
grafregneren eller lave funktionsanalyse. Her foretages sidstnavnte:

V'(x)=125-225x* =0 <
125=225%" <

xzz%o =N X:Ez2,3570

(Ved sidste biimplikation er det udnyttet, at sideleengden x er positiv).
Det skal sa vises, at det pagaldende sted er et maksimumssted:
V'(1)=10,25>0

V'(3)=-7,75<0
Sa fortegnsskemaet bliver:
0 2,3570
I I "
V’(X/ i.d + O =

V(x) i.d / \

Det er altsa et maksimumssted, og dermed er den sggte veerdi: x = 2,4cm

6.007: p(h) = 226- e-o,157-(h—11)
a) Farst findes den afledede af den sammensatte funktion:
p'(h) = 226-(~0,157)-e 7" — _35 489 . g 0457 (1-11)
Og hermed bliver differentialkvotienten i hgjden 15km.:
p'(15) = —35,482 - e 017151 — _18 935255 = —18,935

Dvs. at trykket i 15km hgjde falder med knap 19 mb pr. km.




6.008: f(t)=20+150-In(8t+1)
a) f(10)=20+150-In(8-10+1)=679,16737
Dvs. at 10 minutter efter at ovnen er teendt er temperaturen 679°C

f(t)=500 <
500 =20+150-In(8t +1) <
500 — 20

In(8t+1) =

@
8t+1l=e" <
480

e —1

t= = 2,941567

Dvs. at efter 3 minutter nar ovnen op pa 500°C.

b) Hastigheden hvormed temperaturen andrer sig til tiden t = 10 er differentialkvotienten i t=10. Derfor
findes farst den afledede funktion:

() ~150.5. L _ 1200
8t+1 8t+1
f'(20) = 1200 = 1200 =14,8148
8-10+1 81

Dvs. at temperaturen @ndrer sig med 14,8°C i minuttet efter 10 minutter.

6.009: f(x)=2x+sin(x)
a) Ligningen f(x) =1 loses pa ’solve’ pa lommeregneren:
solve(d = 2x +sin(x), x), der giver x=0,335.

Lommeregneren advarer om, at der kan vere flere lgsninger, men som det vises i naste spargsmal,
er der kun denne ene Igsning.

b) Den afledede funktion bestemmes:

f'(x) =2+ cos(x)

Da cosinusfunktionen ikke kan give under -1, har man: f'(x)>0 V xeR .

Dermed er f en voksende funktion, og der kan derfor hgjst veere én lgsning til ligningen f(x) =c.
Men da:

f(x) > for x - o

f (X) > —oo for x — —o0

, 0g da f er kontinuert, vil der veere netop én lgsning for alle c.




7.001:

7.002:

a) f(x)=x*-13x"+36

Den punktmangde, der ligger i 1. og 2. kvadrant og afgranses af grafen for f og farsteaksen, begynder
ved x=-2 og slutter ved x=2 ifglge de opgivne skeringspunkter. Sa man har:

A= jzz f (x)dx

Dette udregnes pa Maple ved indtastningen:

2
J (x* 1362+ 36) de= 02
. 15

Dvs. at arealet af punktmangden er %

f(x) = x> -9x

a) Farst skal det identificeres, hvordan punktmangden ligger, sa skaringerne med x-aksen bestemmes:
f(x)=0 <

x*-9x=0 <

x-(x*-9)=0 <

x-(x+3)-(x-3) <

X=-3vx=0vx=3

Da det er et tredjegradspolynomium med en positiv koefficient i tredjegradsleddet, der skerer x-aksen
3 steder, vil grafen ligge under x-aksen indtil x=-3, ligge over x-aksen mellem x=-3 og x=0, ligge
under x-aksen mellem x=0 og x=3, hvorefter den vil ligge over x-aksen resten af vejen.

Dette kan ogsa illustreres med en skitse pa lommeregneren, hvilket vil vaere nemmere end en

forklaring, men da skal der lige argumenteres for, at alle vendinger af grafen er med, hvilket kan geres

ved at henvise til, at tredjegradspolynomier netop har én vendetangent og at den er med pa skitsen.
y

12
10
8

6

o

r
8

-10

Sa kan arealet af punktmangden bestemmes:

0
A:J._Og(x"*—9x)dx:[%x4_%x2}3 :0_0_(%'(_3)4_9.(_3)2j:_§+§:§




7.003:

7.004:

7.005:

a) y=9-x* y=x+3
Inden, der kan tegnes en skitse, bestemmes evt. skaeringspunkter mellem graferne for de 2
ligninger:
9-x*=x+3 o
0=x"+x-6 <
0=(x+3)-(x-2) <
X=-3 v Xx=2
Skeringspunkterne kunne ogsa veere fundet ved diskriminantmetoden.

Parablen vender benene nedad, sa mellem de 2 skaeringspunkter ma den ligge gverst:
En skitse skal sa vise skaringspunkterne samt at parablen ligger gverst mellem disse.

Punktmangden areal er sa:

A:J:(Q—xz—(x+3))dx:j_23(—x2—x+6)dx:
Lo Lyevex| <(-2 Loeiga) (-1 ap L (afre(3)|-
{—éx -5 X +6xl3_( 325206 2) ( 3 (-3) (-3 +6-( 3))-

—§—2+12—9+g+18:19+g—§:ﬁ+£—gz%
3 2 2 3 6 6 6 6

a) Gavlen indtegnes i et koordinatsystem, sa dens hgjeste punkt ligger pa y-aksen og fodpunkterne
ligger pa x-aksen.

Lad forskriften vaere f(x)=ax’+bx+c

Med det pageeldende valg af koordinatsystem bliver skaeringen med y-aksen og dermed c-vardien:
c=48
Toppunktets farstekoordinat er —23, og da den er 0, har man:

a

bh=0

Et af fodpunkterne har koordinatseettet (2,5 ; 0), hvilket bruges til at bestemme a-veerdien:
0=a-25°+48 < -48=625a < a=-0,768

f(x)=-0,768x* + 4,8

b) Koordinatszttene til skaeringspunkterne med x-aksen kendes, sa arealet kan bestemmes:

2,5
_ 0,3768 o 418X} _

-2,5

A=[" (-0768x +48)x = [

[% .2,5% + 4,8-2,5) —(_ 0,768 (2,5 +48-(- 2,5)) =16
a) Integralet bestemmes ved indtastning pa grafregneren: I {ez,x,—l,ll, der giver resultatet:
1,71124878.

Dvs. flerx 1711

Da eksponentialfunktioner giver positive veerdier, vil grafen for integranden ligge over x-aksen, og det
udregnede bestemte integral angiver altsa arealet mellem farsteaksen, grafen og linierne med
ligningerne x =-1 og x = 1.



7.006: a) f(x)=¢e"-sinx

7.007:

7.008:

Stamfunktionen kan findes med n'spire eller Maple, men den kan ogsa udregnes ved partiel integration:
j(ex -sin x)jx =e” -sin x—j(eX -cosx)jx =e*-sinx—e” -cosx—J‘(eX -sin x)jx

Sidste led pa hgjresiden rykkes over pa venstresiden af lighedstegnet, s man har:

2-_|‘(ex sin X Hix = e” -sin X —e* -cosX <>

I(ex sin x)jx _ e’ -sin x;eX - COS X

Der kunne evt. tilfejes en konstant til sidst, men det er ikke nedvendigt, da der blot eftersperges “en”
stamfunktion.

f(x)=x*-5x-6  g(X)=2x-6
a) Farst findes skaeringspunkternes mellem grafernes farstekoordinater:
fx)=9(x) <
x> -Bbx-6=2Xx-6 <
X’ -7x=0 <
x-(x=7)=0 <
x=0 v x=7

Da parablen vender benene opad (positiv a-veerdi), ma grafen for g ligge gverst i omradet mellem
skeeringspunkterne, dvs. at arealet af punktmangden mellem graferne er:

A:L7(9(X)— f (x))dx :'[07(2x—6—(x2 —5x—6))dx :.[07(— x? +7x)dx :{—%ﬁ +£x2}7 =

0
(_l.73+1.72j_ =£
3 2 6

w

f(x)=e" —4x

a) Man kan bruge grafregneren til at tegne en skitse og finde skaeringspunkter med x-aksen. Men man
kan ogsa lave en lille analyse af funktionen:

f'(x)=e"-4

f'"(x)=e*>0

Nulpunkterne bestemmes for funktionen og den afledede funktion:

Funktionen f:

solve(e” —4x =0,X) hvor grafregneren giver to lgsninger (og advarer om flere):

X =0,35740 eller x =2,15329
Den afledede funktion f:

0=e"-4

e =4

X=1In4

Den afledede funktion har altsa ét nulpunkt, og da den dobbelt afledede funktion er positiv, ma
funktionen have minimum her.

Med kun ét nulpunkt for den afledede funktion kan der ikke vaere mere end 2 lgsninger til ligningen,
der blev ’solvet’, og desuden ma de 2 lgsninger angive begyndelsen og slutningen pa det omrade, der

ligger under x-aksen, og det er rigtignok i 4. kvadrant.
Arealet kan sa findes:

2,15329 X
A=-["""(e* - 4x)ix = 183430463278 = 18343

0,35740



7.009: f(x)=4-x-1 g(x)=—é-x2+2x+3

P4 Tl-nspire indtegnes graferne, og skaringspunktet bestemmes ved ’Menu’=>’Analyser
graf”—>’Skaeringspunkter’, mens nulpunktet for g bestemmes ved ’Menu’ -’ Analyser graf”—>’Nul’.
Den punktmangde M, der afgraenses af de to grafer samt koordinatakserne, ligger dermed som angivet

pa figuren.

39T

fild=a -1

f(x)

' téfa‘l\

F -1 v ~
F2x)=—- x“+2 x+3

/ [15,0}

/9(1)

Rumfanget af det omdrejningslegeme, der dannes, nar M drejes 360° omkring x-aksen, bestemmes
ved at opdele integrationen i to, hvor der farst ses pa intervallet [0;1], hvor det kun er grafen for g, der
bidrager til omdrejningslegemet, og derefter pa intervallet [1,5], hvor man farst skal finde rumfanget
for delen dannet af grafen for g, hvorefter delen dannet af grafen for f skal traeekkes fra:

Y, :ﬂ-j.g(X)de+ﬂ-j.g(X)de—ﬂ-j.f(X)deZ

ﬂ-ig(X)de—ﬂ'-j‘f(X)de

Dette beregnes pa Tl-nspire ved indtastningen:

5 (g
1 3 2 2
™ — x7+2 x+3| dx-m |:-1 x—1]| dx
5
1

251w

-

=

dx-n (4 ;—1]2 dx
1

2

-1
b (— 12+2 +3
5

0

L

Dvs. at skalens treerumfang er: V = 2%1-7[ = 262,85

262.84658535



7.010: f(x) = x+sin(x)

a) Funktionen differentieres ledvist:
f'(x) =1+ cos(x)

b) Da cosinusfunktionen mindst antager veerdien -1, vil den afledede funktion veere positiv bortset fra
enkelte steder, hvor den antager verdien O (stederne er x = 7 + p- 2z, men det er irrelevant).
Funktionen er dermed voksende, og der kan altsa hgjst veere en lgsning til ligninger af typen f(x)=c.
Nu mangler det at blive vist, at der altid er lgsninger til denne type ligninger. Dette ses ved at
undersgge, om f antager alle vardier (dvs. om Vm(f)=R):

f(x) > -0 for x— —o0o,dasin(x) ligger mellem -1 og 1, hvorfor leddet x dominerer.

f(xX) >0 for x—o

Hermed er det vist, at alle veerdier antages, og altsa har ligninger af typen f (x) = ¢ netop én lgsning.

c) f(0)=0, sa den nedre granse ved beregning af arealet er x=0.
a-veerdien bestemmes pa grafregneren ved:

solve(j (x +sin(x),x,0,a) = 2, a)

Grafregneren giver to lgsninger: a = 1,47817027 eller a = -1,47817027
Den negative lgsning kan ikke bruges, da man arbejder i 1. kvadrant, s3 a =1,4782

f(x)=e"-2x
a) ”Skitse”:
5 -3 -1 1 3 5

For at bestemme grafens forlgb findes farst den afledede funktion:
f'(x)=e" -2

Monotoniforholdene bestemmes:

f'x)=0 <

e"-2=0 <

e'=2 <

X=1In2

f'(0)-1<0

f'))=0,7>0
f(In2)=e"*~2-In2=2-(1-In2)>0

Et fortegnsskema for den afledede funktion er altsa:



X l | -
I >
fx) - 0 +
f(x) \ _—
Man har altsd, at:
f er aftagende i ]-oo;In2]
f har lokalt minimumssted i x=In2

f er voksende i [In2;of

b) Som vist ovenfor (og som det ses af skitsen) ligger grafen over farsteaksen i hele sin
definitionsmaengde, sa arealet kan bestemmes ved hjalp at det bestemte integral.

Den ene graense skal vaere x = 0, da andenaksen er med i afgraeensningen, men det vides ikke, om det
skal veere den gvre eller den nedre graense. Sa man skal foretage beregninger i 2 mulige tilfelde:
Tilfelde k > 0:

Grafregneren benyittes: solve(j(ex —2%,%,0,k)=4,k).
Den giver k = 2,3564 .

Grafregneren advarer om, at der kan veere flere lgsninger, men da grafen som navnt ligger over
farsteaksen, ved man, at det ikke er tilfeeldet. Den fundne lgsning er altsa den eneste mulige i det
pageeldende tilfzlde.

Tilfelde k < 0:
Grafregneren benyttes: solve(I(ex — 2%, X, k,0)= 4,k). Den giver k =-1,7801.

Igen advarer grafregneren, men med samme argument som ovenfor vides det, at den fundne lgsning er
den eneste mulige i dette tilfeelde. Der er altsd 2 mulige veerdier for ki alt.



7.012:

7.013:

f(x)=15+4/x
g(x) =x-1

Farst tegnes funktionernes grafer pa grafregneren (som her dog er Excel):

Glasvaseform

3,5

2,5
2 /

>
15

0,5

Det er grafen for g, der ligger nederst, og den begynder farst i x = 1, da argumentet under kvadratroden
ikke ma vere under 0.

a) Det er grafen for g, der danner det legeme, hvor vandet kan vare, sa voluminet af vandet bestemmes

ved:
10

V = ﬂj 9(x)) dX—ﬂj( )dX‘ﬂ'J (x—1)dx = 7Z'|:;X2—Xi| =

1
T (E.loz 40)—[312 —lj = n-(40+lj =127,2345
2 2 2

Dvs. der kan vaere 127,2cm® vand i vasen.

b) Mangden af glas findes ved at tage omdrejningslegemet, der dannes ved drejning af grafen for f, og
derefter treekke ovenstaende rumfang fra:

V, = ﬂ'j:0(1,5+4\/;)2dx
Dette beregnes pa lommeregneren:
J[(7- b5+ ¥xf ,x010), der giver 270,995532

Dvs. at vasen bestar af 270,9955cm?3-127,2345cm® = 143,8cm® glas.

f(x)=x"?+a ; xe[01] ; aeR,
a) Det er vardien af a, der bestemmer skalens bundfladeareal, men det er ikke ngdvendigt at vide for

at kunne lgse opgaven.
Hvis skalens rumfang skal veere 4, har man:

4= ﬁj ) dx = 72'-[ 02+a)dx

Dette lgses pa grafregneren med:

solve(j (2(x° + ), x,01)=4,a), der giver a=0,286219 eller a=-1,952886
Da a er et positivt tal, har man altsa: a = 0,2862



7.014: f(x)=~10-2x g(x) =—x

Det bemarkes, at Dm(f) = ]—oo;5], da man ikke kan tage kvadratroden af noget negativt.

a)

b)

Farst skal det afgares, hvad det er for en punktmangde M, hvis areal skal bestemmes. Dvs. man
skal finde ud af, hvordan graferne for de to funktioner ligger i forhold til hinanden og i forhold til
den lodrette linje med ligningen x = -3 samt fagrsteaksen.

Eventuelle skaringspunkter mellem de to grafer bestemmes, da det kan have betydning for, hvilke
graenser der skal anvendes pa de bestemte integraler:

Pa Tl-nspire indtastes: solve(v/10—2x =—x,x) , der giver x=—-4,32 (og hermed y = 4,32)

Det er for tidligt at sige, om dette tal skal bruges til noget, da man endnu ikke ved, om det relevante
omrade ligger til venstre eller til hgjre for linjen med ligningen x = -3.

Grafen for f skaerer fgrsteaksen i x=5 (da funktionsverdien her er kvadratroden af 0), mens grafen
for g skeerer farsteaksen i x = 0 (hvilket ses af funktionsudtrykket, da -0 = 0).

Vi kender nu de precise verdier for de vasentlige punkter i nedenstaende figur, hvor graferne for
de to funktioner er indtastet sammen med linjen med ligningen x = -3.

67377

N
i

x
! fifx)=[10-2 x 10

x=-3

g(x) = x
Arealet af punktmangden M bestemmes altsa ved at opdele integrationen i to intervaller:

A = [(FC)=g09)dx+ [ F(x)dx

Dette udregnes pa Tl-nspire ved indtastningen:

0 5 101
J [J10-2 x —-1‘]d1‘+J 10-2' x dx &
-3 0
. 101
Dvs. at arealet af det sggte omrade er: = ry

Nar punktmangden M drejes 360° omkring farsteaksen fremkommer et omdrejningslegeme, hvis
rumfang lige som arealet kan opdeles i to dele. Toppen (fra x = 0 til x=5) er ligetil, da
omdrejningslegemet her alene er dannet af grafen for f(x).

Rumfanget af bunden (fra x=-3 til x=0) bestemmes ved ferst at tage rumfanget af det
omdrejningslegeme, der frembringes af grafen for f(x), og derefter fratreekke rumfanget af
omdrejningslegemet frembragt af grafen for g(x).

Hvis man trekker g(x) fra f(x), inden man bestemmer rumfanget, er det ikke den rigtige
punktmangde, der drejes.

Man har altsa:

\Y, :n-i f(x)zdx—n-j.g(x)zdxwzjf(x)zdx:

-3

HU f(x)zdx—i g(x)zdxj:mU(lO—Zx)dx—ixzde:

-3

0
zo|[10x-xT - Iy =7-(50-25+30+9-0-9) =55z ~172,79
-3 3 .



7.015:

f(x)=x®-3x?

For at fa en idé om grafens forlgb bestemmes farst nulpunkterne:

f(x)=0 <

X*-3"=0 <

x*-(x-3)=0 <

x=0 v x=3

En funktionsveerdi i intervallet bestemt af ovenstaende 2 steder beregnes for at se, om grafen ligger
over eller under fgrsteaksen i dette interval:

fQ=1-3=-2<0

Grafen ligger altsa under forsteaksen i dette interval.

a) Rumfanget af omdrejningslegemet kan bestemmes, nar de 2 graenser kendes:
3

. 3(.,3 A 3(,6 5 s\ 1, 6 9. 5|
V-;r-_[o(x —3X ) dx—n-J.O(x - 6% +9X )dX—ﬂ'-[7X - X +§X L—
72'-(1-37—36+g~35j=ﬂ"@z65,4349
7 5 35

b) Der ma gelde 0 <t < 3.

Da grafen ligger under fgrsteaksen, skal der tilfgjes et minus til de bestemte integraler (det er egentlig
ikke ngdvendigt for udregningerne, da de to integraler, der beregnes, skal sammenlignes, hvorfor evt.
negative fortegn pa begge arealer ville ga ud i udregningen):

_L‘(X3 —3x2)dx =—f(x3 —3x2)1x =

t 3
Fx“—xﬂ :Fx“—xﬂ o
4 0 4 t

Ly polg g —(lt“ —tsJ =

4 4 4
4
o 2l
2 4
Denne fjerdegradsligning lgses pa grafregneren:
4
solve(% —2t° + 2747 =0,t) , der giver lgsningerne t = 3,742447 eller t = 1,842817

Da t-veardien skal ligge mellem 0 og 3, har man altsa t =1,8428

f(x)=6-e
a) Da eksponentialfunktioner altid giver positive veerdier, vil den pageldende punktmangde ligge over
farsteaksen, og dermed kan areal — og saledes sandsynligheden — bestemmes som det bestemte integral:

3 —bX —bX 3 —b- —b- — -
A=[6edx=]e ] =—e—(-e™)=e—e™ ~0,0024787
Dvs. at sandsynligheden er 0,25%




8.001: a) Differentialligningen dy _x+2 er givet, og det er oplyst, at f(x) er en lgsning til den.
y

8.002: —=
dx

dx
Da f er en lgsning, og punktet P(2,-2) ligger pa grafen for f, kan haldningen for tangenten til grafen i
dette punkt findes ved indsettelse i differentialligningen. Det udnyttes nemlig, at % netop angiver
X
tangenthaeldningen i det pagaeldende punkt.
f,(2)_d_y 2+2 _
dx -2
Og sa bliver tangentens ligning: y—(-2)=-2-(x-2) < y=-2x+2

dy=—2x~y

Differentialligningen bruges til at bestemme tangenthaldningerne ved indszttelse af punkterne:
| punktet (Le) er: 8, =-2-1.e=-2¢
| punktet (-1,e) er: @, = —2-(—1)'6 =2e

Vinklen mellem de to tangenter kan bestemmes med og eller uden anvendelse af vektorregning. Farst
metoden uden vektorer:

Metode 1: Den vinkel, som den farste tangent danner med farsteaksen, bestemmes:
tan(v,) = a,
v, = tan"*(a, ) = tan* (- 2e) = —79,5775°

Den anden tangent har samme starrelse haeldning med modsat fortegn, sa dens vinkel med farsteaksen
er:

v, = 795775°
Den stumpe vinkel, som de to tangenter danner, er sa:
W, v, —Vv; =1591551°

stump =
Og dermed er den spidse vinkel:
=180°—-159,1551° = 20,8449°

SpIdS

Metode 2: Da man kender haldningerne for de to tangenter, kan man bestemme retningsvektorer for
de to linjer:

) 7o)

Vinklen mellem de to vektorer bestemmes:

. (1)(1 ,
0= ge){2e) 7T

[;]ﬁﬁ

; [1j +(2e)" =1+ 4¢?
1-4e? 1-4¢°
cos(v & V=C0S” ——— |=159,15506°
= [6]]r] || | (\/1+4e 1+ 4e? ] ( 4 ]

Og dermed er den spidse vinkel: =180°-159,1551° = 20,8449°

SpIdS



8.003:

8.004:

y'=5y ; P(0,4)
Metode 1: Lgst pa lommeregner:
Farst findes den fuldsteendige lgsning ved pa lommeregneren at indtaste:

desolve(y'=5y, x,y), der forteeller, at den fuldsteendige lgsning er: y=cC- e,

Punktet P’s koordinater bruges til at bestemme verdien af konstanten: 4 =c¢- e’ o c=4
Altsa er den sggte lgsning: y=4-> ; xeR

Metode 2: Lgst med kendskab til differentialligninger:

Dette er en differentialligning af formen y'=k -y, der har den fuldsteendige lgsning Yy =C- e“* hvor
c er en arbitreer konstant.

Alts er den fuldstendige Igsning: y = C-e*

Punktet P’s koordinater bruges til at bestemme vardien af konstanten: 4 =C- e o c=4
Altsa er den sggte lgsning: y=4-e* ; xeR
Metode 3: Lgst med Maple:

[y'=5-y,(0) = 4] 2P, 3 (x) =4 &°F

ﬂ+3y =20 P@,4)
dx

Metode 1: Lgsning med kendskab til differentialligningstypen.
Denne differentialligning er en lineer 1. ordens differentialligning, men den kan lgses hurtigere ved

omskrivningen j_y =20 -3y, da den sa er pa standardformen dy _ b —ay, der har den fuldsteendige

X dx

: b _ :
lgsning y =—+c-e ™, hvor c er en arbitraer konstant.
a

Sa den fuldstendige lgsning er: y = % +c-e™

Punktet P’s koordinater indsattes for at bestemme konstanten:

4:%+c-e3‘1 =

c=-8.¢
3
Og hermed er den sggte lgsning: y = 20 8 g3.g 2208 gea . xeR
3 3 3 3
Metode 2: Lgsning ved hjzlp af n'spires differentialligningslgser:
Differentialligningen lgses ved indtastningen:
deSolvely'+3-y=20xy) 3x 20
Jray g y=cT-e —
3
. : : _ 20 _ax
Sa den fuldstendige lgsning er: y = 3 +cC-e
Punktet P’s koordinater indsettes for at bestemme konstanten:
20 a1
4=—+cC-e =
c=-8.¢
3
Og hermed er den sggte lgsning: y = ? —§-e3 e = %—g-e‘ms ;. XeR

Metode 3: Lgsning med Maple:




[+ 3y =20, p(1) =4] SPE, ) = 20 5

8.005: (*)y'+y=20x+3 P@4)
Dette er en linear 1. ordens differentialligning. Den lgses her pa fire mader:
1) Metode hvor der geettes en partikulear lgsning.
Da hgjresiden af (*) er et farstegradspolynomium, ses pa en lgsning af denne type:
p(x)=ax+b
p'(x)=a
Dette indsaettes for om muligt at finde brugbare veerdier for a og b.
a+ax+b=20x+3 <
(a-20)x+(a+b-3)=0
Da dette udsagn skal veere sandt for alle veerdier af x, skal man have leddet med x til at forsvinde, og
dermed skal a = 20.c
Det andet led skal sa veere nul for at udsagnet er sandt, og dermed har man: b = -17
Den partikulere lgsning er altsa:
p(x) =20x —17
Den fuldstendige lgsning til y'+h(x)-y = g(x) er mangden af lgsninger, der kan skrives pa formen
y= c.e "4 P(X), hvor H(x) er en stamfunktion til h(x), p(x) en vilkérlig partikuler Igsning til

differentialligningen og c en arbitreer konstant.
Da den partikulere lgsning er fundet, og da h(x)=1, har man altsa den fuldsteendige lgsning:

y=c-e " +20x-17
Konstanten ¢ bestemmes ved indsattelse af punktet P’s koordinater:
4=c-e'+20-1-17 <
l1=c-e’ &
c=e
Og hermed bliver den sggte lgsning:
y=e-e*+20x-17 =" +20x-17 : xeR

2) Metoden med direkte udregning.

Den fuldstendige lgsning til y'+h(x) -y = g(x) er funktioner af formen:

y=e"® -.fg(x) -e"®dyx, hvor H(x) igen er en stamfunktion til h(x).

Man far altsa:

y=e™ ~jex -(20x+3)x =™ ~(eX -(20x+3)—J'eX ~20dx)= 20x+3-e-(20-¢* +¢, )=
20x+3-20—-c,-e " =c-e " +20x-17

Og herfra foregar resten lige som i 1. metode med indsettelse af punktet.

3) Lasning med n'spire: Der indtastes:
deSolve(‘Vt1f=20-x+3.31',)/)

y=c2-e * +20x-17
Dvs. den fuldstendige lgsning er: y=cC-e* +20x-17

Konstanten ¢ bestemmes ved indsattelse af punktet P’s koordinater:
4=c-e'+20-1-17 <

l=ce’ <
c=e
Og hermed bliver den sagte lgsning: y=e-e*+20x-17=e""+20x-17 ; xeR

4) Lgsning med Maple:
Differentialligningen Izses med begyndelsesbetingelsen y(1)=4.



8.006:

=X
[y 4 y=20x+3, (1) =4] =2, y(x) =20x — 17 + =

=

-1
Sidste led kan skrives peenere, ¢4 man har:
f(x)=20x—17+e ", xER

y'=2X+5-y
Den fuldsteendige lgsning kan bestemmes pa 3 mader:

1) Pa TI N’spire indtastes:

de Solve!y' =2 X+ '5_}".-’\'-}":I y=cl e “+2 x+3

Dvs. at den fuldstaendige lgsning er: f(x)=c-e”*+2x+3 ; xeR

Sa skal konstanten ¢ bestemmes.
Normalt har man faet et punkt opgivet, sa man kender sammenhgrende veerdier for x og y, hvorefter
disse indsattes for at bestemme c-veerdien. Men det har man ikke her, og det geelder derfor om ud fra
oplysningen om tangenten at kunne bestemme x-veerdien.

Da den vandrette linje med ligningen y = 1 er tangent til grafen for f, ved man, at nary =1, ery’ = 0.
Hermed kan differentialligningen give den pagaldende x-veerdi:

0=2x+5-1 & x=-2

Og sa kan c-vaerdien bestemmes ved at indsatte punktet (-2,1) i den fuldstendige lgsning:
1=c.e™@+2.(-2)+3 o 2=c-&’ < c=2

eZ

Og hermed bliver den sggte lgsning: g(x) = %~e’x +2x+3=2-e?+2x+3 ; xeR
e

2) Ved omskrivning ses ovenstaende at vare en lineer 1. ordens differentialligning:

y'+y =2X+5

Der gettes en partikuleer lgsning til differentialligning. Der geettes pa et fgrstegradspolynomium:
p(x)=ax+b p'(x)=a

Koefficienterne findes ved indsattelse i differentialligningen:

a+ax+b=2x+5

Dvs. a=2, og dermed b=3

Sa p(x) = 2x+3 er en partikulzr lgsning.

En stamfunktion til funktionen foran y (der er h(x) =1) er H(x) = x

Sa den fuldsteendige lgsning til differentialligningen er:

f(x)=c-e™+2x+3 ; XeR ogceren arbitreer konstant.

3) Den fuldsteendige lgsning findes som:
f)=e™® - [eM®.(2x+5)dx=e™ - [e* - (2x+5)dx =™ -(ex (2x+5)-[e* ~2dx)=

2x+5—-e”" -(2-eX +cl):2x+5—2—cl-e’X =Cc-e " +2x+3

Sa skal konstanten ¢ bestemmes.

Da den vandrette linie med ligningen y = 1 er tangent til grafen for f, ved man, at nary =1, ery’=0.

Hermed kan differentialligningen give den pagaldende x-veerdi:

0=2Xx+5-1 < x=-2

Og sa kan c-vaerdien bestemmes ved at indsatte punktet (-2,1) i den fuldsteendige lgsning:

1=c.e™@+2.(-2)+3 o 2=c-&’® < c:%
e

Og hermed bliver den sggte lgsning:

g(x)=£2-e’X +2Xx+3=2-e*?4+2x+3 ; xeR
e







dy
8.007: = -3y =¢" P(1 f(1 l:y=x-5
8.007: - ~3y Lfr@) Ty

Da tangenten skal veere parallel med I, skal den have haldningen 1.

Dette kan bruges til at bestemme andenkoordinaten for tangentens rgringspunkt P.

Heeldningen og punktets farstekoordinat indsettes i differentialligningen:

1-3y=¢" < 3y=l-e < yzl_Te

Sa nu kendes et punkt pa integralkurven.

Der er tale om en linezr 1. ordens differentialligning, der kan lgses pa T1-89 med “deSolve”, men det

kan ogsa gares i handen:

Lad h(x)=-3 og H(x)en stamfunktion til h(x) Den fuldsteendige lgsning er:
y=eH® -J'eX " dx = e* -Iex e dx =e* ~J'e‘2xdx _e [ _levgo]osle e
2 2

Punktet indsattes:

l-e 1 31 s 2—2e+3e 2+e

—=-=e+ce’ o cef=m—"7T—"— & c=—7

3 2 6 6-e

Sa den sggte lgsning er:

y——lex+2+e 3x
2 6¢€

: XxeR

8.008: a) Rumfanget af omdrejningslegemet findes med graenserne 0 og h:

" 2 "2 " 1 " 7-h?
Vv =ﬂ-J(f(x)) dx:zz-'[\/; dx=7z-_[xdx=7z-{—x2} =
0 0 0 2 0 L

b) Da hastigheden er konstant (med hastigheden c) er (jj_\t/ =C

c) Den fuldsteendige lgsning til differentialligningen findes ved at tage det ubestemte integral (integrere
med hensyn til t):

V(t)=c-t+k

Konstanten bestemmes ud fra oplysningen om, at skalen er tom til t = 0:

0=c-0+k < k=0

Dvs.at V(t) =c-t

d) Udtrykkene fra a) og ¢) sammenholdes for at finde et udtryk for dybden h som funktion af t:

2
C-t:”h - h:/ZCt
2 s




8.009: a) Populationens starrelse betegnes med y.

Sa er populationens veaksthastighed dy .

Dermed bliver den sggte differentialligning: ((j:i_)t/ =0,084-y

b) Den generelle lgsning til denne type 1. ordens differentialligninger er eksponentielle udviklinger:
V(O = Yo €

Da der er 10 individer til at begynde med, har man: y(t) =10-e>%*

S& efter 7 degn har man: y(7) =10-e***" =18,0038
Dvs. at der efter 7 dggn er 18 individer

c) % —0,0022y(100- )

Den generelle Igsning til ovenstaende differentialligning er:

= 100 __ 100 hvor 100 er populationens maksimum.

- 14c.e 000222001 © 9 4 o 022t
Fra b) kendes punktet (7,18), der kan bruges til at bestemme ¢ T1 N’spire-indtastningen:

solve [18 = 100 xj X =21, 249800

1+x-e0%"

Sa c=21,25

Dermed kan antallet af dagn for at nd 90 individer bestemmes:

solve| 90 = 100 o 77x
1+21,25-¢

Dvs. at der skal ga ca. 24 dggn

x] X =23,87987

ds
8.010: Den opgivne differentialligning er: o =

K=0,069 Smax=12  Sp=0,5
a) Med disse oplysninger bliver differentialligningen:

dS, _ 0,069-S,-(12-8,) _ o joere o (12-8,)
1 t t

dt 12
Dvs. det er en logistisk ligning med det generelle Igsningsudtryk:
12 12
S,(t)= 1+c.e 0052t e §(t)= 1+c.p 006

Startbetingelsen bruges til at finde konstanten c:

05= 12_00690 0,5:£ & 1+c=24 & ¢c=23
1+c-e ™ 1+c

12

2 . )= -0,069-1 120
Man har altsa lgsningen 1+23-¢

12

14 23.g 008920
Dvs. nar lggfrghaletudsen er 20 degn gammel, er den 1,77cm lang.

Ogsder: S, (20)= =1,76826667

b) For en logistisk ligning fas den sterste vaeksthastighed, nar halvdelen af maksimum er naet, dvs. her
6 cm. Sa det pagaldende tidspunkt findes ved solve:

solve[G = 12

W,Xj , der giver x = 45,4419



Dvs. den starste vaeksthastighed er i det 45. dggn .

8.011: Haletudsernes lzengde kan beskrives ved den logistiske ligning: a5, =0,00575-S, -(12-S,)
dt

Desuden oplyses, at 5,(0)=0,5.

a) For St = 4 har man:

% =0,00575-4-(12—4)=0,184

Dvs. at lggfrghaletudserne vokser med 0,184 cm pr. dagn , nar de er 4 cm lange.

b) Den maksimale lzengde er 12 cm, og det er oplyst, at leengden begynder ved 0,5cm.

Da det er en logistisk ligning, er grafen en parabel med benene nedad (ses pa udtrykket, hvis der
ganges ind i parentesen), og den maksimale vaksthastighed fas ved halvdelen af den maksimale
leengde (der ifelge ligningen aldrig nas), dvs. ved 6 cm.

S, =05: % =0,03306

ds
S, =6: d_tt =0,207 Toppunktet
S, =12: a5 =0
dt
Ud fra disse tre punkter kan en skitse tegnes:
Lagfrohaletudser
- 025
o
€ 0,2 / \
8 < 015
< O
=3 / N\
£
2 0,05
B é
> 0 : ;
0 5 10
Leengde i cm




8.012: Dm(f)=R og f er lgsning til % =y-(x*~9),y>0 og P(2,2) ligger pa grafen for f.
X
a) For at bestemme tangentligningen skal man kende et punkt (og P’s koordinater er allerede opgivet)
og haldningen, der findes ved at indsatte punktets koordinater i differentialligningen:
@ _ 2-(2°-9)=-10
dx
Hermed er tangentligningen:

y-2=-10(x-2) & y=-10x+22

b) Day > 0 gelder:

ﬂ:O o x2-9=0 < x=13
dx

d
Desuden afhanger fortegnet for den afledede funktion ( f'(x) eller d—i] 0gsa kun af x-vaerdien. Grafen

forg(x):x2—9er en parabel med benene opad, sd mellem nulpunkterne er fortegnet for
funktionsverdierne negativt. Dermed fas:

3 3
X | | R
i i >
() ¥ o - 0 ¥
W
Sa man har:

f er voksende i |-o0,—3] 0g i 3,0

f er aftagende i [-3,3]




8.013: a) Hastigheden hvormed N(t) vokser til tiden t er Z—T

Forskellen mellem 108 og antallet af individer til tiden t er (106 -N (t))

Hermed bliver differentialligningen:
dN (t) " 6
———==2-10"-N(t)-(10° — N (t

b) N (0) =200000
Den generelle lgsning til differentialligningen er:

3 10° 3 10°
N (t) - —2108105¢ 0,021
1+c-e l+c-e
Ved indsattelse af det kendte punkt bestemmes veerdien af c:
6
200000 = 10 < 1+c=5 < c=4
1+c
Dvs. at den sggte lgsning er: __ 10 >

Hvor definitionsmangden ikke kan angives med sikkerhed, da opgaveteksten er for sparsom. Alle
reelle tal er en anden mulighed for Dm.

¢) Veaksthastigheden for logistisk vaekst er starst, nar populationen er pa det halve af sit maksimum,
der er tallet i teelleren, dvs. i dette tilfeelde 1.000.000.
Sa der er altsa 500.000 individer i populationen, hvor vaeksthastigheden er starst.

8.014: a) Den hastighed, hvormed antallet af individer vokser, er Z—T

Produktet af antallet af individer til tiden t og forskellen mellem 108 og antallet af individer til tiden t
er: N-(10° - N).

Hermed bliver differentialligningen: Z—T =2-10"°-N -(106 - N)

b) Den generelle Igsning til denne logistiske ligning er:
10° 10°

o10°1001 0,021
2107°10°t 1+Ce

N(t) =

l+c-e
Betingelsen N(0) =2,0-10° bruges til at finde konstanten c:
6
2,0'105:L72 2,0:£ < c=4
1+c-e %0 1+c

Den starste veeksthastighed er der, hvor populationen er halvdelen af sit maksimum (pa 1000000), og
her findes sa tidspunktet med solve:

6
10 xj, der giver x = 69,3147

solve| 500000 = ,
( 1+ 4.7 00

Sa veeksthastigheden er starst i det 69. dagn




8.015: Den opgivne differentialligning er en logistisk ligning: N'(t) =2-107° - N(t)- (106 — N(t)).
a) Lad t1 veere det tidspunkt, hvor antallet af individer i populationen er 500.000.
Sder: N'(t,) = 2-10° -500.000 - (L0° —500.000) = 5000
Duvs. at til dette tidspunkt vokser populationen altsa med 5000 individer i degnet .

b) Da det er en logistisk ligning, er grafen en parabel med benene nedad (ses pa udtrykket, hvis der
ganges ind i parentesen), og den maksimale vaksthastighed fas ved halvdelen af den maksimale
population (der ifelge ligningen aldrig nas), hvilket blev behandlet i a)

N=0:d—N:0
dt

N =500000: O;—T =5000 Toppunktet

N =1000000 : %—T =0

Ud fra disse tre punkter kan en skitse tegnes (bemark at populationen ikke kan fglge modellen ude i
enderne, da der ngdvendigvis ma veere et antal individer til at begynde med, og da antallet ifglge
modellen ikke nar 1000000).

Logistisk ligning

S 5000 N

2 4000

s / \
T © 3000 / \
£ o

2 2000

n Q

2 / \
£ 1000

[4]

X

8 0

>

0 200000 400000 600000 800000 100000
0

Individer i population

8.016: Den opgivne differentialligning er en logistisk ligning: N'(t) =2-10" - N(t)- (106 -~ N(t)).
Opgaveteksten giver: N(t;) =500.000.
a) S& man har: N'(t,) = 2-10° -500.000 - (10° —500.000) = 5000
Dvs. at til dette tidspunkt vokser populationen altsa med SOEldiVider i dggnet .

Den starste veeksthastighed for logistiske ligninger fas, nar populationen er oppe pa halvdelen af
maksimum (der her er 10°=1.000.000), dvs. 500.000, hvilket netop er det, der er regnet pa. Den fundne
vaeksthastighed er dermed ogséa den maksimale vaeksthastighed, som populationen vil opna.

8.017: a) g er en linear funktion af N, sa man har: g(N)=a-N+b
To punkter (0,1-105;1,8-104) 0g (105 3,0 '103) er opgivet, s forskriften kan findes:
f— . 3 —_— . 4 —_— . 4
Qo g(N,)—a(N,) _30 10 18 150 _-15 105 =—§=—3=—0,1666667
N, — N, 10°-01-10 0,9-10 9 18

3
Indszttes for at finde b-veerdien: b=g(N,)-a-N, =3,0-10° —(— Ej -10° =19667

Sa man har: g(N) =-0,16667 - N +19667

Da vaksthastigheden er lig med g(N) har man differentialligningen:

Z—T =-0,16667 - N +19667 , hvilket er svaret pa spgrgsmal b).

Nar veeksthastigheden er 1300 individer pr. dggn, har man:
1300 = -0,16667 - N +19667 <

N = 1300 ~19667 =110199,79 =110200

—-0,16667



Dvs. at der er godt 1,10 -10° individer pa det tidspunkt.

8.018: a) Forskriften for f bestemmes ved at indtaste tabellens veerdier i stats/list-editoren med tiden som listl
og den relative veeksthastighed som list2, hvorefter der laves lineaer regression (LinReg) med list2 som
funktion af listl. Det giver forskriften:

f(t)=-0,0126-t+0,2771

b) Da f(t) netop er den relative veeksthastighed %Z—T , har man differentialligningen:

%.d_’:I:—O,0126-t+0,2771

c) Denne differentialligning kan lgses ved separation af de variable, hvor man arbejder i intervallet N
> 0.

j%dN = [(-0,0126t+0,2771)dt <

In|N|=-0,0063t*+0,2771t+k <> (numerisktegnet kan fjernes, da N >0)

—0,0063t%+0,2771t+k
N=e BN

N=c- e—0,0063t2+0,2771’(
Punktet (7,780) bruges til at bestemme veerdien af c:

50Ive(780 = X.g 0008375 4027717 x) x =152,6723

Sa ¢ = 152,67, og forskriften er:
N(t) =152,67 - e70,0063t2+0,2771t >0

8.019: Vandhgjden i beholderen betegnes h.
Tiden betegnes med t.

Sa bliver den hastighed, hvormed vandhgjden andrer sig dnh .

Nar denne skal vaere proportional med kvadratroden af vandhgjden, far man:
dh

m =k-+/h , hvor konstanten k er negativ, da vandhgjden falder.
8.020: Trykforskellen mellem beholderen og daekket er (1000 — p)
Hastigheden, hvormed daktrykket vokser, udtrykkes ved z—f .
Og med en proportionalitetsfaktor pa 0,02 far man differentialligningen:

dp
= 0,02 (1000 -
at ( p)

8.021: Falgende starrelser er angivet:
y: Metalstykkets temperatur malt i grader celsius.
t: Tiden malt i sekunder.
yo: Omgivelsernes konstante temperatur malt i grader celsius.

a) Hermed er hastigheden, hvormed metalstykkets temperatur aftager, altsa —%.

Og sa er: —3—{ =k- (y — yo), hvor den farste faktor er proportionalitetskonstanten og den anden
forskellen mellem metalstykkets og omgivelsernes temperatur.
Differentialligningen bliver altsa:

dy
k(v —
" (Yo—V)




8.022: y er antallet af personer i gruppen pa 500, der har hart rygtet.
t er tiden.
Antallet af personer, der ikke har hgrt rygtet er sa 500 —y.
Den hastighed, hvormed y vokser, er % .
Produktet af det antal personer, der har hart rygtet (y) og dem, der ikke har (500-y) er Y- (500 - y).

Da de to ovenstaende udtryk er opgivet at veare proportionale med hinanden med
proportionalitetsfaktoren 0,0014, har man altsa differentialligningen:

% =0,0014 - y(500 - y)

dh 2 2
8.023: P h 2 h(t) =(-50-t+3125)s
Opgaveteksten er muligvis ikke formuleret efter hensigten. Man bliver “kun” bedt om at vise, at den
angivne funktion er en lgsning til den angivne differentialligning, men med informationen om, at
veeskehgjden i tragten fra start er 25cm, laegges der op til, at man skal vise, at den angivne funktion er
den lgsning til differentialligningen, der opfylder begyndelsesbetingelsen.
Her gennemgas lgsningen, som om man sgger den partikulere lgsning, der opfylder

begyndelsesbetingelsen.

Metode 1: Det tjekkes, om funktionen opfylder begyndelsesbetingelsen:
2 2
h(0) = (~50-0+3125)5 = 31255 = /3125 =5° =25
Dvs. funktionen passer med, at veeskehgjden fra start er 25cm.

Sa undersgges det, om funktionen er en lgsning til differentialligningen. Dette geres ved at
differentiere funktionen, der er en sammensat funktion, hvorefter det undersgges, om hgjre-
og venstresiden i differentialligningen er identiske, dvs. om der fremkommer en identitet:

2
h'(t) =-50- é -(-50t + 3125)?1 =—20-(-50t +3125)

3
5

203 3
5 2 5

=)
—20-h(t) 2 =-20- (—50t + 3125)5 =-20- (—50t + 3125) =-20- (—50t + 3125)
De to udtryk er identiske, dvs. funktionen er lgsning til differentialligningen.

Metode 2: Det tjekkes, om funktionen opfylder begyndelsesbetingelsen:
2 2
h(0) = (~50-0+3125)5 = 31255 = /3125 =5° =25
Dvs. funktionen passer med, at vaeskehgjden fra start er 25cm.
Sa undersgges det, om funktionen er en lgsning til differentialligningen. Dette gares pa Tl
n’spire ved forst at definere funktionen og derefter undersege om man ved indsattelse 1
differentialligningen far en identitet:

2 Udfort 8

h(t):=(-50- z+3125)g

-3 < 125

solve i(h(t))rZO- (h(t));,t 2

Normalt skal man fé resultatet ”’Sandt” ved indtastningen af solve(...), da udsagnet skal veere

sandt for alle t-veerdier for at veere en identitet. Men resultatet tg%viser, at udsagnet er

sandt for alle t-veerdier mindre end eller lig 62,5 sekunder, og dermed passer Igsningen i det
pageldende interval (O til 62,5 sekunder), da den gvre granse netop er det tidspunkt, hvor
den sidste veeske ifglge funktionsudtrykket forlader tragten.




8.024:

Da funktionsudtrykket for h(t) bade opfylder begyndelsesbetingelsen  og
differentialligningen i det relevante interval, er det den sggte lgsning.

Metode 3:

Lases ved separation af de variable. Der er to mulige intervaller for h, men da det er en hgjde, veelges
h>0:

Ihzdh=f—20dt PN

2
5
Konstanten k bestemmes ud fra oplysningen om, at veeskehgjden er 25 fra start:

5
%.252 - 20-0+k o k=1250

5
h2 =-20-t+k

Og sa kan h isoleres:

2 5
th:—ZO-t+125O =

N o

h =§~(— 20t)+§~1250 o
2 2

2
h=(-50t+3125)s ; 0<t<625

Hvor den nedre granse for definitionsmangden er starttiden og den gvre er det tidspunkt, hvor hgjden
er 0.

Z—T =(0,025-0,0004t)- N ; N er folketallet som funktion af tiden t i &r.

Differentialligningen forteller, at befolkningstallet fra start (t = 0) vil vokse med 2,5% om aret, da
parentesen i differentialligningen bliver 0,025 for t = 0.

Befolkningstallet vil sa vedblive med at vokse — men med faerre og feerre procent om aret — indtil:

0,025-0,0004t =0 <

. 0,025
0,0004

Dvs. 62,5 ar fra start vil befolkningstallet toppe, hvorefter det begynder at aftage, da vaeksthastigheden

bliver negativ. Aftagningen vil ske med flere og flere procent om éret, men en model af

befolkningstallet vil ikke kunne forudsige udviklingen sa langt ude i fremtiden, sa modellen vil
alligevel ikke holde til det punkt, hvor befolkningstallet skulle falde med mere end 100% om aret.

62,5
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- (t=2) - (3
9.001: De to opgivne vektorer er: a:[ 5 ] bz( j

Begge vektorerne er egentlige vektorer (uanset veerdien af t kan aikke blive nul-vektoren), sa
man har:

- - t—2 3
alb < ab=0 < . =0 <
5 -3
(t—2)-3+5-(—3):0 & 3t-6-15=0 < 3t=21 < t=7

9.002: Nar m=1o0g n=2 har man:
5m 51 5 5
2m*+3mn 2-°+312 2+6 8
Udtrykket kan reduceres ved farst at faktorisere navneren:
om Sm 9
2m*+3mn m(2m+3n) 2m+3n

9.003: f(x)=x-3x*+4
f'(x)=3x>"-3-2x>1 +0=3x" —6X

For at bestemme monotoniforhold bestemmes farst nulpunkter for den afledede funktion.
f'x)=0 <

3x*-6x=0 <«  (faktorisering)

3x-(x—2)=0 < (nulreglen)

Xx=0 v x=2

De relevante veerdier til fortegnsskemaet for f” bestemmes:
f'(-1)=3-(-1)"~6-(-1)=3+6=9>0
f'1)=31-61=3-6=-3<0
f'(3)=3-3"-6-3=27-18=9>0

Dette giver fortegnsskemaet:

X

o T O
o T DN
v

S x) + -

w >~
Man har altsa:

f er voksende i ]-0;0]ogi[2;e0

f er aftagende i [0; 2]




12X

0x*+1
Det bemarkes, at teelleren svarer til den afledede funktion til na@vneren, sa man benytter integration
ved substitution og substituerer neevneren med t:

t=x"+1
dt
i
dt = 2x-dx

Xx=0:t=0"+1=1

x=1:t=1"+1=2

Dette indszttes, sa der integreres med hensyn til t i stedet for x og dermed ogsa med nye granser:

! Xzzildx='f12%dt ~[Inf{[T =n(2)-In(1)=In(2)-0=In(2)

9.004: dx

2X

9.005: Da de to trekanter er retvinklede og har ens vinkler ved B, er trekanterne ensvinklede, dvs. man har:
|AB| |AP|
| [cL]

X ~30cm

200cm—x  90cm

3X=200cm—-Xx < 4x=200cm < x=50cm
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9.006: a) Trekant CDH er retvinklet, og nar ~p skal findes, kender man den modstdende katete og
hypotenusen, sa det er sinus, der skal bruges:

sin /D =§
6

/D =sin 4(%) =56,4427°

b) I firkant ABCD tegnes linjestykket BD, sa man kan regne pa den retvinklede trekant ABD,
hvor Pythagoras kan bruges:

BD" =|AB" +|AD|" < [BD|=+5%+7% =+/25+49 :st,aoz

<D er firkant ABCD er lige sa stor som D i trekant CDH, da trekant CDH fremkommer

inde i firkant ABCD, nar man nedfalder den vinkelrette fra C pa linjestykket AD og kalder
det H.

Linjestykket AC kan sa bestemmes ved cosinusrelationen:
|AC|* =|AD[* +|CD|’ - 2-|AD|-|CD|-cos .D &
|AC| = /7% + 67 —2-7-6-c0556,4427° = 6,2103

9.007: g_m B_H P(L3-6)

a) For at bestemme en ligning for planen har man brug for en normalvektor, og derfor bestemmes
farst krydsproduktet mellem ovenstaende to vektorer, der udspeaender planen:

a,b, —ab, 4'(_2)_5'(_3) 7
axb=| ab -ab, = 51-(-2)(-2) |=|1|=n,
ab, —a,b (_2)'(_3)_4'1 2
Med denne normalvektor og punktet P fas planens ligning:
a: 7-(x-1)+1-(y-3)+2-(z—(-6))=0 <«
X+y+22+2=0

b) Farst bestemmes en af vinklerne mellem en normalvektor for planen og en retningsvektor for

linjen.
1 2
Disseer r =| 1 @: -3 1.
3 1
Sa bliver vinklen'
cos(w) = r ‘N, 1 2+1 +3 1
M ‘n ‘ P17 +32 2%+ ) +12 At \/_
W=c0S"| ———— |=80,7255°
==

Dvs. at den spidse vinkel mellem planen og linjen er: v =90°—w=90°-80, 7255° =9, 2745°




9.008: f(x)=10-x* +1 ; x>0
X
Farst findes funktionsudtrykket for en stamfunktion ved at integrere funktionsudtrykket.
'[ f(x)dx = j(le“ +1jdx =2x° +In|x|+k =2x"+In(x)+k
X

Numerisktegnet kan fjernes, da det er oplyst, at x > 0.

Oplysningen F(1) = 25 benyttes til at bestemme veerdien af k:
25:2-15+In(1)+k & k=25-2=23

Altsa er:

F(x)=2x"+In(x)+ 23

9.009: Det er oplyst, at man skal regne tiden i antal ar EFTER 1900, mens levealderen males i ar. De to
punkter, som grafen skal g& gennem er derfor (0,46) og (75,70).

a) Det er oplyst, at man skal arbejde med en lineeer funktion, dvs. forskriftener f(x)=a-x+b, og

da b-veerdien angiver begyndelsesvaerdien, fortzeller det farste punkt os, at b =46.
Man mangler altsa kun at bestemme haldningen, hvilket geres ved:
a= Yo~ ¥ _70-46 =ﬁ=0,32

X,=% 15-0 75

Hermed er forskriften for f: f (x)=0,32- x+46

b) g(x)=0,053-x+76
Man skal finde den x-vardi, hvor de to funktioner giver samme funktionsveerdi, dvs. man lgser:
f(x)=g(x) < 0,32-x+46=0,053-x+76 < 0,32-x-0,053-x =30 <

0.267x =30 & x =2 _112 3595506
0.267

x = 112 svarer til &r 1900 + 112 = 2012.

Dvs. i &r 2012 er den forventede levealder for nyfadte den samme som den forventede levealder for
65-arige.

9.010: Da man har en fast arlig rentefod, kan man anvende kapitalfremskrivningsformlen:
K, =Ky (1+r)"

60=20-(1+r)" = %:(u r” < 15% =1+r & r=%3-1=0,0759896247253=7,60%




9.011:

f(X)=x"—x+2 g(x)=—x2+5x—g P(2,f(2))

a) For at bestemme en ligning til en tangent, skal man kende rgringspunktet og tangentens haldning.
Tangentens haldning bestemmes:

f'(x)=2x-1
a =f'(2)=2-2-1=3
Reringspunktets andenkoordinat bestemmes: f (2)=2°-2+2=4

Hermed bliver tangentligningen: Y —4=3:(x-2) < y=3x-2

Det kunne ogsa have varet bestemt pa T n'spire ved:
tangentl.i1’1e(34:2 —x+2,x, 2) 3 x-2

b) Koordinatseettet for det feelles punkt bestemmes ved forst at finde den x-veerdi, der giver samme
funktionsveerdi, og derefter indszette denne i en af forskrifterne for at finde y-veerdien.

Man skal altsa Igse ligningen f (x)=g(x) og derefter indsztte lgsningen. Dette gares ved:

,r‘(x):=x2—x+2 Udfer: [
g(x):=-x2+5 : x—% Udfort
solve([{x}= g(xJJx:l x:%

£ N

) 311
Hermed er Q's koordinatsaet: Q E;Z

9.012: a) I Excel indtastes procentdelen ud for det hgjre intervalendepunkt, og en tabel over kumulerede

Leengde
30
60
70
80
90

100
110
120

frekvenser (procentdele) beregnes ved at summere alle procentdelene under intervalendepunktet.

Sumkurve
100
£3 it
v
c 7/
§ 7 ,/
v 60 >
5 3 7t
Procentdel Kum. Procent E ﬁg pu
0 0 2 3(5) A
: : E i
11 20 15 —
0 20 1% /
31 51
75 76 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120
19 95
5 100 Leengde hgjre intervalendepunkt

Kvartilsattet bestemmes ved at ga ind fra 25%, 50% og 75% og aflase de tilsvarende lengder:



Kumuleret frekvens

Sumkurve

100
95
90
85
80
75 P
70
65
60
55
50 >
45
40
35
30
25 >
20
15
10

A 4 v
0
50 55 60 65 70 75 8081’585 8)%'7 95 Q&]‘ﬂ' 105 110 115 120

Laengde hgjre intervalendepunkt

Kvartilsettet afleeses altsa til:
Nedre kvartil: 81,5 cm
Median: 89,7cm

@vre kvartil: 99,4 cm

Desuden er det oplyst, at den korteste havkat er 51cm og den lengste 120 cm.

b) For havkatte fanget i dybden 40-80 har man de fem veerdier, der skal anvendes i boksplottet:
(Kortest, nedre kvartil, median, gvre kvartil, lengste) : (6cm, 46cm, 81cm, 95cm, 123cm)
Boksplot

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130

Laengde i cm

Havkattene i dybden 5-40m afviger markant mindre i leengden. Halvdelen ligger mellem 81,5cm og

99,4cm, dvs. inden for et interval pa 18cm.

For havkattene i dybden 40-80m ligger de 50%-midterste mellem 46¢cm og 95¢m, dvs. inden for et interval

pa 49cm.

Desuden er der ingen helt sma havkatte i dybden 5-40m, og mere end 25% af havkattene i dybden 40-80
er kortere end den korteste af de fangede havkatte i dybden 5-40m. Det kunne altsa se ud til, at havkattene
enten fades eller kort efter fgdslen sgger ned i dybden, hvorefter de vokser sig store og svemmer op mod

overfladen, hvor der muligvis er mere fgde?



9.013: f(X)=+/3x+9 g(x)=x+3
a) Pa figuren er det angivet, at graferne for bade f og g gar gennem punktet (-3,0), og at de to grafer
skeerer hinanden i x = 0. Rigtigheden af dette tjekkes ved indseettelse:

f(-3)=4/3:(-3)+9=+0=0
g(-3)=-3+3=0

f(0)=+/3-0+9=9=3=0+3=g(0)

Dvs. at arealet bestemmes ved at integrere med den nedre graense -3 og den gvre graense 0.
Pa figuren er det desuden angivet, at grafen for f ligger over g i det interval, hvor punktmangden M er
placeret Dermed kan arealet bestemmes ved:

A, = I (f(x)- g(x) dx = j( 3X+9 —x— 3)dx

Dette bestemmes pa TI-nspire med indtastningen:

i(\/3x+9 - x—3) dx der giver g

-3

Dvs. at arealet af punktmengden er: A, =

Mo w

b) For at bestemme arealet af punktmangden N, skal der integreres med den nedre graense 0 og den
gvre greense k, og i dette interval ligger grafen for g over grafen for f.

o . .3 o .
Nar arealerne skal vere lige store (dvs. have veerdien E)’ skal man altsa lgse ligningen:

gzi(g(x)— f(x))dx < gzi(x+3—\/3x+9)dx

Denne ligning lgses pa TI-nspire ved indtastningen:

k
E=J‘|::r+3|—.‘|3r r+3 }dx,.ir] k=3 or k=
2

0

Ligningen har to lgsninger, men k = -3 svarer jo til, at man (igen) bestemmer arealet af punktmangden
M (man far samme resultat som i spergsmal a, da man bade har byttet om pa graenserne og
funktionerne, og dermed skiftet fortegn to gange).

solve

| -

Dermed er den sggte lgsning: k —%



dN

9.014: o 0,0004-N -(315—N)

9.015:

Dette er en logistisk differentialligning, og den fuldsteendige lasning (i det relevante interval for N)

er.
315 315
N(t) = 1+ C.p 000043151 = 1+c.e 026t

Da bilteetheden i 1968 var 198, har man altsa punktet (0,198), og dette bruges til at bestemme c.

315 315

198=— < c=—-1=0,591
1+c 198
o 315
Samanhar: N(t) = - t>0
® 1+0,591-e %"
Ar 2008 svarer til t = 40. S& man har: N (40) = 315 =313,799 ~ 314

1+0,591-g 0204
Dvs. at der i 2008 ifglge modellen er 314 biler pr.1000 indbyggere

Modellen har et max. pa 315, sa i 2008 er man tzt pa det maksimale antal.

In(M)=1,6524—4,612-¢ %%

M er vaeegten malt i kg og t er alderen malt i degn efter udklaekning.

a) Det er nemmest at besvare spgrgsmalene i omvendt reekkefglge, for hvis man farst finder en
forskrift, skal man bagefter bare sette ind i den.

Forskriften for M som funktion af t bestemmes ved at oplgfte begge sider af ligningen:

eIn(M) _ e1,6524—4,612~e’°'0423"
M (t) s e - s 3 5,2194915868711
p612¢ 0% ( o612 )970'0423'1 (e asi2 )(eomza)‘ 100,68531903801 5858216278314
pl6524
For en 30 degn gammel kyllingert=30: M (30)= e =1,4274772380612
(e4,612) e

Dvs. at en 30 dggn gammel kylling vejer 1,427kg

a) Da antallet af individer P er en funktion af tiden t skrives P(t).

Den hastighed hvormed antallet af individer vokser til et givet tidspunkt er P’(z).
Forskellen mellem 2600 og antallet af individer skrives: 2600 — P(t).

Da hastighed er proportional med produktet af individer og ovenstaende forskel, har man:

P'(t) =k P(t)-(2600—P(t)), hvor k er proportionalitetskonstanten.

Proportionalitetskonstanten kan bestemmes, da det oplyses, at nar P(t) =100 er P'(t) =10 :
10 1

k = =
250000 25000

Altsa er den sggte differentialligning:  P'(t) = ﬁ P(t)- (2600 P(t))

10=k-100-(2600-100) <>




9.017: %x3+h~x2=100 og S=(1+\/§)-X2+4-X-h

a) For at kunne bestemme S udtrykt ved x, skal man isolere h i den farste ligning og indseette dette i

den anden:
h~x2=100—}-x3 o hzg—5 Indseettes:
3 X 3
S (x)=(1+5) Xt +4-x- (@—5j (1+45) % +4-x- [@—5] (1 f——j x2 4300
X 3 X X

For at finde den x-veerdi, hvor beholderens overfladeareal er mindst muligt, findes det eller de steder,
hvor den farste afledede er nul, og fortegnet/fortegnene for den anden afledede funktion bestemmes
disse steder for at undersgge, om der er tale om minimum, maksimum eller vandret vendetangent:

1+J___ 2, 400 Udfert
solve i(s‘(x:l):ﬂjx} x=4,719368868
X

2 11.416407865
——{s(x)]lx=4.7193688680028

dx?
Da den anden afledede er negativ det sted, hvor den farste afledede er nul, er der tale om et
minimumssted, sa x =4,72cm giver det mindste overfladeareal.

X -8 -5
9.018: K:X* —4x+y*+2y+12°-22=36 I:|y|=| 2 |[+t:| 7|, teR
z -3 -3

For at undersgge, om K er tangent til I, indsattes linjens koordinatsat i kuglens ligning, hvorved det afgares,
hvor mange verdier af parameteren t, der giver faellespunkter mellem linje og kugle. Hvis det netop er én
veerdi, er | en tangent til K.

(—8-5t)" —4-(-8-5t)+(2+7t)" +2-(2+7t)+(-3-3t) —2:(-3-3t)=36 <
64+ 25t° + 80t + 32+ 20t + 4+ 49t* + 28t + 4 +14t +9+ 9t° +18t +6+6t—-36=0 <
83t +166t+83=0 <

t?+2t+1=0 <

(t+1)°'=0 <

t=-1 dader netop er én lgsning, er | tangent til K.
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9.019: (a—b)*+2b(a—b)=a?+b? —2ab+2ab—2b? =a® —b?
3x-3y  3(x-y) 3
X2 —2xy+y? (x=y)’ CXx—y

-~ (t+1 - (3
9.020: a= b=
2t 4

Det bemarkes, at der ikke er veerdier af t, der ggr a til nulvektoren. Hermed geelder:

t+1) (3 3
. =0=3A+3+8t=0=1lt=-3=t=——
2t 4 11

aﬂ)@é-B:o@(

éllB@det(5,5)=O@t; j‘=0<:>(t+1)-4—2t.3:0<:>—2t:—4<:>t:=2
9.021: f(x)=b-x*  f(2)=2 f(4)=16

De to kendte punkter indsattes i funktionsudtrykket:

2-h-2 }:16_b.4 N Sz(gj L g2 - ao3

16=b-4° 2 b-2°
Denne veerdi indsaettes sammen med det ene punkt for at finde b-veerdien:
2=b-2° o bzg:1
8 4
9.022: P(23-1) a:4x-2y+4z-5=0
a-x,+b-y,+c-z,+d| [4-2- 23+4 -5 7
dist(P, ) = L || i
va’+b’ +¢? 8 4 (<2) +4° \/_ 6
. 2x dy
9.023: f(x)=e"+3 d—:2y—6
X

Det eftervises at funktionen er en lgsning til differentialligningen ved indsattelse i sidstnaevnte,
sa der er brug for den afledede funktion:

fr(x)=2-e
Hermed fas ved indsattelse:

dy
L _2y-6
dx y

2-e2X=2.(e2*+3)—6 o
2.8 =2.e%4+6-6 <
2. =2

Hvilket er et sandt udsagn for alle x-veerdier (dvs. det er en identitet), og dermed er f en lgsning
til differentialligningen.
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9.024: 1 Maple:

a) Forsknftet for modellen er angivet til at vere P(t) =P, &, og da den nath®ngige variabel ¢ stir som

eksponent 1 potensen, skal der anvendes eksponentiel regression (det hem®rkes, at tiden males 1 antal
ir EFTER 1999%:

with({ Ghe )

Are=1[0,1,234567]:

Selenergi == [7, 11.7,15.6, 22.6, 32.8,49.4, 638.9, 116.4] .

P(1) = ExpReg(ir, Solener, t) -

P(t) = 7.26046464758385 1.4702042191394F

Drwrs. at ‘DIII =77, 26046 og o = 1, 470204

by Ar 2008 svarer til $ = 9, 58 man udregner:
P(9)=233.004011316709
Dws. at1 2008 uwdvindes 2533 AW

Hwis udwindingen af solenerg skal overstige 400MW, skal 2(#) = 400, og det lases ved:
solve (P(H) = 400) = RealRange( Oper( 10.40219780), o)
Dette hetyder, at ¢ 2> 10, 40, dvs. at udvindingen af solenerg overstiger 4000 1 &r 2010

da 1999 4 1040= EDDQ.4D.|

a) For at bestemme veerdien af de to konstanter bruges T1-89’s Stats/List-editor.
Tabellens veerdier leegges ind, sa antallet af ar efter 1999 (dvs. 0, 1, 2, 3, ...) legges som Listl,
og solenergien malt i MW som List2, hvorefter der laves eksponentiel regression (ExpReg) med
List2 som funktion af Listl. Resultatet legges ind som Y1. Det qgiver:

y1=7,2604646-1,470204"
S&man har: P, =7,3MW og a =1,470

b) Mangden af udvundet solenergi i 2008 (x = 9):
Grafregneren giver: y1(9)=233,004011

Dvs. at modellen forudsiger, at der i ar 2008 vil blive udvundet 233MW

For at finde ud af, hvornar udvindingen overstiger 400MW, indtastes:

Solve(y1(x)=400,x), der giver x = 10,402

Da den udvundne energi er angivet som en effekt (og ikke som den arlige mangde), vil de
400MW overstiges i &r 2009 (1999 + 10)




9.025:

a) En model af trekanten med de opgivne veerdier tegnes:

C

IBD[ =|AD[" +|AB[ —2:|AD|-|AB|-cos /BAD

IBD|=+/3,9% +4,72-2.3,9-4,7-c0533° = 2,5601439 = 2,6

b) B kan nu bestemmes bade ved sinus- og cosinusrelationer anvendt pd ~ ABD . For at undga

overvejelser omkring et valg mellem en stump og en spids vinkel bruges cosinusrelationen:
|AB[" +|BD|" ~|AD[

cosB =
2./AB]-[BD]
2 2 a2

Bocost| 2 +256° =39 o6 em6o— 560
2.4.7-2.56 =

Og hermed er: C =180°— A—B =180°-66°—56,06556° = 57,9344398° = 58°



X*+y?+2°+4x—-6y—-8z+4=0  P(L-14)

a) For at finde centrum og radius omskrives kuglens ligning:
X +y*+7° +4x-6y-82+4=0 <

(x+2)2+(y—3)2 +(z—4)2 =—4+2°+3 +4°=25=5
Dvs. at C(-2,3,4) r=5

b) For at opskrive en ligning for tangentplanen har man brug for en normalvektor og et punkt i
planen. P ligger i planen, sd der mangler bare en normalvektor, og hertil bruges

1-(-2)) (3
CP=| -1-3 |=|-4]|.
4-4 0

S& man har tangentplanligningen: 3(x—l)—4(y—(—1))+0(z—4):0 & 3x-4y-7=0

X 2 0
C) a:3x+4y—-2=2 I: |y|=]0]+t:| 3 [;teR
z 4 -2

Vinklen v mellem linjen og planen kan findes ved farst at bestemme vinklen w mellem en
normalvektor for planen og en retningsvektor for linjen:

n-
|

-

cos(W) = ———
U

W =cos™ o

W= cos™ w} —cos™ (LJ — 40,403421°
V2613 V213

Og sa er den sggte vinkel:

v =90°—-w=90°-40,40° = 49,60°

9.027: f(t)=297-1,0679', 0<t<20

In2  In2
Ina In1,0679
Dvs. at fordoblingstiden er 10,6 &r .

a)T,= =10,551132

b) Tallene forteeller, at der i 1980 var 297 retspsykiatriske patienter under opsyn, og at antallet af
patienter vokser med 6,79% om aret.



9.028: I (t)=200(1-0,9-e %)
Temperaturen i stegens indre efter 20 minutter bestemmes:
1 (20)=200(1-0,9-e°**"*) = 49,9517587
Dvs. at temperaturen i stegens indre er 50°C efter 20 minutter.
Tiden som funktion af temperaturen inveT

(t)=200(1-0,9-¢°") <

w — 1_ 0’ 9 . e70,0091»t =
200

0'9.e70,0091-t :1_w =
200

200-1(t)
200-0,9

~0,0091-t = In(Mj AN

-0,0091t __

180

W)

0,0091

9.029: Elev A har generelt de lengste samtaler.
Elev A har kun ¥4 af sine samtaler til at vare under 110s, mens ¥4 af samtalerne er over 350s.
Den midterste halvdel af elev A’s samtaler ligger altsd mellem 110s og 350s med en median pa

220s.
Elev B har mindre end % af sine samtaler til at vare over 110s, og halvdelen af elev B’s samtaler

er pa 90s eller mindre.
Det er ogsa elev B, der har haft den korteste samtale pa ca. 10s, mens elev A ikke har nogen

samtaler under 50s.
Elev B kan dog godt i enkelte tilfaelde fore “lange” samtaler, da elev B har haft den lengste

samtale pa 390s, hvor elev A kun har varet oppe pa 370s.

Sa elev B har generelt de korteste samtaler og samtidig de mest ekstreme.

9.030: O(x) =0,0024x*+10° a(x) =-0,008x+1300

a) F(X)=x-a(x) -O(x) = x-(~0,008x +1300)— (0,0024x" +10° ) = 0,0104x" +1300x ~10°
Der laves funktionsundersggelse:
F '(x) = —0,0208x +1300
F'(xX)=0 < 0,0208x=1300 < x=62500
F '(0) =1300 > 0
F '(100000) =-780<0
Det ses altsd, at fortjenesten vokser i intervallet [0,62500], mens den aftager i [62500; o] .

Dermed er der lokalt maksimumssted i x = 62500, sa for at virksomheden skal tjene mest muligt,
skal der produceres 62500 enheder




9.031: f(x)=4\/;—%x2 ; x20

a) For at bestemme monotoniforholdene skal den afledede funktion benyttes:

1 2X:i—x

R AP

3 2
f'(x)=0 = i=X < 2=x? < x=23=1587401

Jx
f1(1)=2-1=1>0
Vi
f(4)= 2 —4--3<0
V4
Hermed bliver fortegnsskemaet:
0 1,5874
X | | >
I I "
S&x) + 0 -
o ~.
Sa man har:

2
f er voksende i intervallet {O; 23}

2
f er aftagende i intervallet {23;0{

b) For at finde graenserne for omradet M skal nulpunkterne for f bestemmes:
3

f(x)=0 < 4&—%%:0 =N 4\/_:%x2 & 8=x2 v x=0 &
2
x=83=38"=22=4 v x=0

Da funktionen er voksende i intervallet begyndende ved 0, og da grafen skerer 1. aksen i (0,0)
og (4,0), ma grafen ligge over farsteaksen mellem disse to punkter.
Sa rumfanget af omdrejningslegemet findes ved pa T1-89 at indtaste:

J'(zz.(4\&—0,5. NG )2 ,x,0,4) der giver 103,403278
Dvs. man har:
V=r [ (f(x)) dx=1034



dy 1
—==.y+1 P(14
dx X y+ ( )

a) Dette er en linear 1. ordens differentialligning, der kan lgses pa flere forskellige mader.

1) P& T1-89 indtastes deSoIve(y':XH,x,yJ der giver y=x-In(x)+@1-x
X

Pa TI n’spire tastes det samme, og resultatet bliver y = X-In (X) +cl-x.
| Maple indtastes: > dsolve(y'(x) _ %.y(x) n 1)

y(x) = (In(x) + _CI)x

Dvs. at den fuldstendige lgsning er y =x-In (x)+ k - x, hvor k er en konstant.

Konstanten bestemmes ved indsattelse af punktet:
4=1-In(1)+k-1 < k=4

Dvs. at den sggte lgsning er y=X-In(x)+4x ; x>0

2) Ligningenomformes:ﬂzl-yﬂ < d———-y:1

dx X dx x

Heraf afleses h(x) = 1 g(x)=1, og man ser pa intervallet x > 0, hvor punktet ligger.
X
Den fuldsteendige lgsning kan sa bestemmes:
-1
y = e—H(x) J‘g (X)eH(x)dX _ eln\x\ .J'e—ln\x\dx _ eIn(x) _J'e—ln(x)dx _ X.J'(eln(x)) dx =
1
X-|=dx=x-(In|x{+k)=x-Inx+k-x
JSax=x-(Infx+k)
Herefter kan konstanten bestemmes som vist ovenfor.

3) Man kan ogsa prove at gatte en partikulzr lgsning, men i dette tilfelde er det ikke den
nemmeste metode. Man skulle s& geette den partikulzre Igsning p(x) = x-In(x).



9.033: Z—T:O’O?t_lN ;t>0,5 N(1)=12-10°
a) Opgaven kan besvares ved at lgse differentialligningen med separation af de variable eller ved at
bruge deSolve pa lommeregneren, hvorefter man kan arbejde med lgsningen. Men det ville veere en
omvej at bruge disse metoder. Opgaven kan besvares direkte ved at se pa differentialligningen:
Veaksthastigheden til t = 1 kan bestemmes, da man ogsa kender populationens stgrrelse til dette

tidspunkt. S& man har:

dN _0,08t-1
dt t
dN  0,081-1

—_— .1,2-10°=-1,104-10°
dt = 1

Dvs. at populationen falder med 1,1-10° individer pr.dagn efter 1 dagn.

Det tidspunkt, hvor der er feerrest individer i populationen bestemmes ved at kigge pa hgjresiden af
differentialligningen. Her er bade t og N positive, sa veeksthastighedens fortegn bestemmes af brgkens
teller. Her har man:

0,08t—1=0<:>t=i=12,5 d—N<Of0|’t<12,5 d—N>Of0rt>12,5
0,08 dt dt

Sa populationen falder indtil midt i det 13. degn, hvorefter den begynder at vokse igen. Populationen
er altsd mindst efter 12,5 degn .

9.034: Det nemmeste er at leegge parablen ind, sa den har toppunkt i (0,0). Hermed bliver b=c=0, sa parablens
ligning kommer pa formen: y=a- X

A(-5,4) B(5,4)

v
X

Verdien af a bestemmes ved at indsztte et af punkterne A og B. Her velges B:

4-a.5 o a=—
25

S ligningen bliver: y = %-xz



9.035: Fodpunktet for den indtegnede hgjde tegnet fra B kaldes By.
aABB, er retvinklet, s& man har:

. h h h
sSinA=—— & |AB|= = =+2-h
|AB| 48 sinds° (2 \/_=
2
Da arealet er 10, har man:

10=1.n.(IBC|+|AD]) = |BC|+|AD|=22
2 h

Dette kan bruges til at finde omkredsen som funktion af h:
O(h):|AB|+|BC|+|CD|+|DA|:
|AB|+|BC|+|AB|+|AD| =
2-|AB|+|BC|+|AD| =

Z-ﬁ-h+%

9.036: f (x)=2x>-15x*+24x+5 P(5, f (5))

a) For at bestemme en ligning for tangenten m, skal man have haldningen og et punkts
koordinatszt, sa de bestemmes:

f'(x)=6x"—30x+24
f(5)=2-5"-15-5"+24.5+5=0

f'(5)=6-5"-30-5+24=24
Hermed bliver tangentligningen:
y—0:24(x—5) & y=24x-120

Nar raringspunktet for | kaldes , og heaeldningen for | kaldes aj har man:

a="f'(x)
_f(x)-f(5) _f(x)
' X —5 X —5

Dette giver sammen med funktionsudtrykkene fundet ovenfor:

f(x
f '(x,):x(—_'S) o f'(x)(x-5=Ff(x) <
1
(6% —30x, +24)(x, —5) = 2%* —15%" + 24X, +5
Denne ligning lgses med solve pa T1-89:
solve((6x° ~30x+24)(x—5) = 2x ~15x + 24x+5,X) , der giver x=5v x= %

Den farste lgsning svarer til tangenten m, sa det er den anden Igsning, der skal bruges. Man har
altsa:

X =

&l o
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9.037: f(x)=x*—4x-5

Punkterne pa farsteaksen har alle y-veerdien 0, og x-veerdierne (der er polynomiets rgdder) bestemmes
altsa ved:

0=x"-4x-5 < 0=(x-5)(x+1) & x=5v x=-1
Altsé er koordinatsettene: (—1,0)og(5,0)

9.038: f(x)=x"+e*+1  P(0,f(0))
For at bestemme en ligning for tangenten, skal man kende dens heldning og reringspunktets
koordinater.
Andenkoordinaten til rgringspunktet bestemmes ved indsattelse i funktionsforskriften:
f(0)=0"+e’+1=0+1+1=2

Tangentens heeldning er givet ved differentialkvotienten i punktet, sa ferst bestemmes den afledede
funktion for derefter at indseette P's x-veerdi og finde differentialkvotienten:

f'(x)=3x*+e"
f'(0)=3-0°+e”=0+1=1
Sa er tangentens ligning:
y=1(%)="'(%)(x=x%)
y—-2=1(x-0) & y=x+2

9.039: p=ﬁ4s<:> (r+s)-p=4 < r+s=%<:> s=%—r

9.040: Det ubestemte integral bestemmes ved integration ved substitution:
Metode 1:
J(2x-1)° dx:jl-tﬁdt P lv=L o oxen) ok
2 2 7 14

Her er benyttet substitutionen:
t=2x-1

o
dx
L Gt =dx
2

2

Metode 2:

6 sd(2x-1) 11 7 1 7
j(2x—1) dx=j(2x—1) %:E-;-(Zx—l) +k:ﬁ-(2x—1) +k

9.041: Cirklen er angivet ved ligningen: X* +2x+Yy° —4y =0. Punktet P(L,1) ligger p& cirklen.
Metode 1:

For at bestemme ligningen for tangenten, skal man kende et punkt pa den og en normalvektor til den.

Punktet P kender man, sa det er kun normalvektoren, man mangler. For at bestemme en normalvektor
til tangenten, skal man farst finde cirklens centrum:

(x+1)* +(y— 2)2 =0+1% + 22 =5, dvs. cirklen har centrum i C(-1,2)
Da en tangent star vinkelret pa den radius, der gar fra centrum til reringspunktet, er

CP = {11 (_Zl)j = ( 2J en normalvektor til tangenten.

Da man nu bade kender et punkt og en normalvektor, kan man bestemme tangentligningen ved:



2:(x-1)-1(y-1)=0 < 2x-2-y+1=0 < y=2x-1

Metode 2:

For at bestemme ligningen for tangenten, skal man kende et punkt pa tangenten og heeldningen for
tangenten. Punktet P kender man, sa det er kun haldningen, man mangler. Da radius ud til et punkt pa
cirklen star vinkelret pa tangenten til cirklen i punktet, ved man, at produktet af tangentens haeldning
a og haldningen c af linjen gennem cirklens centrum og punktet Per:a-c=-1.

Man skal altsa i farste omgang kende cirklens centrum, og det findes ved omskrivning af cirklens
ligning:

(x+1)* +(y— 2)2 =0+12 + 22 =5, dvs. cirklen har centrum i C(-1,2)

Yo~V — 1-2 — __1

X,-% 1-(-1) 2

1
Dvs. at tangentens haeldning er: a-c=-1< a-(—EJ =-1l< a=2

Heldningen c af linjen gennem C og P er: C=

Dette indsattes i udtrykket for den rette linjes ligning ud fra punkt og haeldning:
Y=Y =a-(X—X0)
y-1=2-(x-1) & y=2x-1



) - (2) - (-1} - 1
9.042: Opglvnevektorer:az&) b:( J v:[ ]

December 2008: Delpraven MED hjalpemidler

2 -1

a) To egentlige vektorer er ortogonale netop hvis deres prikprodukt er 0:

o () o

(2-5)-1+(3+2s)-(-1)=2-5-3-25=-3s-1

Inden der kan seettes to streger under facit, skal det tjekkes, om den fundne veerdi for s ger (5+ 5-6)

til nulvektoren (da de to vektorer i sa fald ikke ville veere ortogonale):
1

2+= !
Ei N HE
3-2.2| | =
3 3
Dermed er den fundne s-veerdi et rigtigt facit.

b) Farst bestemmes den anden af de to vektorer, der udspander parallelogrammet:

-5

Arealet af det udspandte parallelogram bestemmes ved at finde den numeriske veerdi af
determinanten af vektorparret:

A=\det(§,a—6)\ = E ‘I’

c) Projektionsformlen benyttes:

ags Qe

5
R VI C AT R CY
2 5

=[2:1-3-3=[2-9|=|-7|=7




9.043: I trekant ABCer a=10;b=15;c=21

a) Da alle tre sider kendes, kan man bestemme vinkler ved hjalp af cosinusrelationerne:
b? +c? —a’
2:-b-c
A=cos™ [MJ =cos™ (@j =26,0497983877°
2-15-21 315
Arealet af trekanten kan sa bestemmes med %-appelsin-formlen:

T= % ‘b-c-sinA= % :15-21-sin(26,0497983877°) = 69,1664658632

CosA=

b) Medianen indtegnes pa nedenstaende skitse, og det angives, at den deler siden AC i to lige store
stykker:

A

7.5 21
D

7,5

c__ 10 B

Da vi i trekant ABD kender vinkel A og de to hosliggende sider, kan den modstaende side bestemmes
ved hjeelp af en cosinusrelation:

m? =|BD|" =|AB[ +|AD|" - 2-|AB|-|AD|-cos(A)

m, =4/212 +7,5% —2-21-7,5-cos(26,0497983877°) =14, 6372811683

9.044:
restart

with(Gym) :
a) Det er oplyst, at modellen er en linezr funktion, sa der skal laves

lineaer regression. Det bemaerkes, at "ar" angiver antal ar EFTER 1963,
sa man har:

ar = [0,4,7,11, 14]:

testtal == [502, 492, 488, 480, 470] :

f(t) == LinReg(ar, testtal, t) :

F(t) =-2.16938110749186 t + 502.019543973941
Dvs. funktionsforskriften er () =-2.17-t + 502

b) Tallet 502 er begyndelsesvaerdien, der forteller, at
11963 var testtallet ifolge modellen 502.

Tallet -2,17 er hxldningen, der forteller, at
hvert ar siden 1963 er testtallet faldet med 2.2

Ar 1980 svarer til ¢ = 17, s4 modellen giver testtallet:
7(17) =465.140065146580

Dvs. ifolge modellen skulle testtallet vaere 465, hvilket
stemmer godt med det faktiske resultat pa 466.



9.045: a) Da man kan regne med konstant veekstrate, kan man anvende kapitalfremskrivningsformlen.
Det indskrives i Maple, og man benytter, at der er 17 ar mellem 2003 og 2020:
— n_
E=E (1+r))=
5003 (1 + 0.085)17 = 20023.31834
Dws. at 1 2020 wil bruttonationalprodulktet pr. ndbyoger 1 Kina vere 20023 LSE

b) Forskrifterne for de to landes bruttonationalprodukter pr. indbygger indtastes, og det undersgges,
hvornar de giver ens funktionsveerdier:

B = 37562 1.021%

- i
B, (t) = 50031085
soive (Byygy () = Bygyo(t) ) = 33.15854927
Drws. at 33 &r efter 2003, alts3 1 & 2036 vil bruttonationalproduktet pr. indbygger vere ens i USA og Kina |

tgalt)

9.046: a) Vinklerne (den spidse og den stumpe) mellem planerne bestemmes som vinklerne mellem planernes
normalvektorer, der er:

2 5
n,=|-3 n,=|1
6 -3
Den ene vinkel findes:
n,-n, 2-5+(-3)-1+6-(-3) -11
cos(v) = =~ = = =N
0| s 22+ (-3 w67 52 (-3 V49435
-11
V=005 ———— | =105, 4038°
(=)

Da den er stump, er den sggte vinkel:  w_

=180°-105,4038 = 74,5962°

b) Det kan undersgges om linjen | er parallel med planen « ved at se, om planens normalvektor
og linjens retningsvektor er ortogonale, hvilket undersgges ved prikprodukt:

2\ (3
ELF, = E-E:O < |34 |1=0 &
6 )1

2-3-3-4+6:-1=0 < 0=0 dvs.atlinien| er parallel med planen «

Skaringspunktet mellem | og £ bestemmes ved at sa&tte koordinaterne til linjen ind i planens
ligning og isolere parameteren t:
5-(10+3t)+(16+4t)-3(3+t)=9 <
15t +4t-3t+50+16-9=9 <
16t=-48 < t=-3
Indszettes i liniens parameterfremstilling:
X 10 3 1
I: |y|=|16|-3-|4|=|4
z 3 1 0

Dvs. at skaeringspunktet er P(l, 4, O)



9.047: f(x)=x*-10x+30

| Geogebra indtegnes grafen for f og linjen med ligningen x=10, sd man kan se punktmangden M:
Y,

M -

a) Da grafen ligger over x-aksen, kan arealet af M bestemmes som det bestemte integral med nedre
greense 0 og gvre grense 10:

Flx) =2 — 10-x + 30 -

10

[ 400
| Flx) de= ==
0

Dws. at Ay, = %

b) Rumfanget af omdrejningslegemet kan derefter bestemmes ved:
V= ;zj:° f(x)2dx

0. K
2
evmff[n- | (f(x)?
-D -ll
Drws. at rumfanget af omdrepingslegemet er 7= 7330, 382858

="T330. 382558

9.048: f(x)=x+2-sin(x) ; xe[0;27]

a) Maple regner i radianer, sd man har:

Flx) = x4+ 2-smix):

Den afledede funktions nulpunkter bestemmes i definttionsm®Engden, g man sikrer sig at f3 alle lesninger med:
sobve([f(x) =0, 0 < x < 2-n, allsolutions, explicit)

x=i’m xzi']'t
300 3

Dvs.j"(x)=u ax:%-ﬂ; Wox= %..ﬂ:

Desuden besternmes den dobbeltaflededes fortegn disse steder:
A
(5=
E
A
(3 e)=v3
s

Da den anden afledede er negativ1 % -, er der lokalt makswmnum her, og da den er posthv 1 %-n, er der lokalt murmum her,

ogi i"ﬂ:'i"ﬂ:
CI 3"

3 3

Dvs. at fer voksends i [EI', i-':'t

i"i‘t; 2'?1:] og  feraflagende i




9.049: ((jj_lt_ =0,619-e*%'.L L er lengden af havkattene malt i cm og t er deres alder malt i ar.

a) Den fuldsteendige lgsning bestemmes pa T1 n’spire ved den gverste af folgende indtastninger:

deSolvel7=0.619- ¢ 022 1. 7] s (0.059986)(0‘802519)t
solve(72=c- (0. 059986462714805)(0' 80251879796248) 10,(:) €=98.3395
98.3395- (0.059986462714805)(0.80251879796248]16 90.4813
solve(40=98. 3395 (0.059986462714805)(0'80251879796248)t1 J £=5.18337

Den fuldstendige lgsning ses altsa som resultatet af den farste indtastning, og konstanten bestemmes
ved at udnytte punktet (10,72). Dermed er forskriften for L(t):

L (t) = 98,3395-0,059986 """

b) Ved den naest sidste indtastning bestemmes leengden af en 16 ar gammel havkat til 90,5cm.

Ved den sidste indtastning bestemmes alderen af en 40cm havkat til 5,2ar

9.050: Rumfanget af en kasse er V =h-1-b, s& nar man regner i dm har man:

125
125:h' 3 . h:—
a) (x+3)-x < (x+3)

Kassen er uden lag, sa overfladearealet bliver:
O0=2-h-1+2-h-b+l -b:2-h-(l+b)+l ‘b=

125 ~ 250-(2x+3)

2-—)'(X+3+X)+(X+3)'X_ X-(x+3)

3).
(r3 +(x+3)-x

9.051: Populationen er i princippet alle mennesker (den kunne afgraenses til Danmarks befolkning) og
stikprgven er sa de mennesker, der kommer ind pa hjemmesiden og efterfalgende vealger at deltage i
undersggelsen.

Denne udvelgelse af stikpraven er biased, da det for det farste kun er de mennesker, der besgger siden, der
har mulighed for at deltage, og disse er nok ikke reprasentative for befolkningen (tager 75% af danskerne
kosttilskud?), og da det for det andet efterfaglgende kun er nogle af disse — sandsynligvis de mest interesserede
i kosttilskud - der deltager i undersggelsen. Der opstar dermed den systematiske fejl, at de deltagende
overvejende er interesseret i kosttilskud og dermed ogsé kan forventes at tro pa virkningen af sadanne. Den
skjulte variabel er hermed en forudindtaget holdning til kosttilskud.

Sa er der en vasentlig forskel pa at “mene” og at “meerke” en positiv virkning pa helbredet. Deltagerne har
svaret pa det farste, mens firmaet haevder det sidste.



9.052: log(H)=0,227+0,922-log(S)

H er husradonkoncentrationen malt i Bg/m?®. S er stueradonkoncentrationen malt i Bg/m?®.
Da man tager titalslogaritmen af H, kan H isoleres ved at anvende 10* pa begge sider:

log(H)=0,227+0,922-log(S) <
10I0g(H) 2100,227+0,9224I0g(s) -

H =10°%.10°%*"0)

H =10°%" .10
H=10°%".(10%9) ™ &

H =1,68655302539 - S*%*
Det bemaerkes altsa, at der var tale om en "skjult" potensfunktion (ganget med en konstant).

Da det er en potensfunktion, kan man anvende sammenhangen (1+r,)=(1+r, )atil at lgse det

falgende problem, men det kan ogsa regnes uden anvendelse af formlen pa denne made:

Nar stueradonkoncentrationen stiger med 20%, finder man den nye koncentration ved at multiplicere
den oprindelige med 1,2.

Sa man far:

H =1,68655302539 - S*%%

H,, =1,68655302539-(1,2-5)"" <

H,, =1,68655302539-1,2"% . 8%

H, =1 68655302539 - §%9% .1, 2°%%

H,=H 12" <

H,, =H-118305547261

Da husradonkoncentrationen skal multipliceres med 1,183, stiger den altsd med 18,3%.




9.053: f(x)=x>+6x+k

f'(x) = 3x? +12x

f"(x) =6x+12

Farst bestemmes de steder, hvor den afledede funktion har nulpunkter:
f')=0 < 3x*+12x=0 < 3x(x+4)=0 o x=0vx=-4

Sa bestemmes fortegnene for den anden afledede af f de pagaldende steder:

£'(0)=6-0+12=12 >0
Dvs. funktionen har lokalt minimum i stedet x=0 med vardien f(0)=0%+6-0%+k =k

fr'(-4)=6-(-4)+12=-12<0
Dvs. f har lokalt maksimum i stedet x = -4 med veerdien f(—4) =(-4)’ +6-(-4)° +k =32 +k

Uanset veerdien af k er der tale om et tredjegradspolynomium, og ovenstaende analyse har vist, at der
—igen uanset veerdien af k, der jo kun fungerer som en lodret parallelforskydning af grafen — vil vaere

bade et lokalt minimum og et lokalt maksimum, dvs. grafen vender to steder.

Et eksempel pa en graf (hvor k = -6) ses her:

Der er nu fglgende muligheder:
Hvis det lokale maksimum er placeret under x-aksen eller hvis det lokale minimum er placeret over x-

aksen, sa vil grafen have netop ét skeeringspunkt med farsteaksen.

Hvis det (som pa grafen ovenfor) geelder, at det lokale maksimum er placeret over x-aksen og det
lokale minimum er placeret under x-aksen, sa vil grafen have netop tre skaeringspunkter med x-aksen.

Sidste mulighed: Hvis det lokale maksimum eller det lokale minimum ligger pa x-aksen, vil grafen

have netop to skeeringspunkter med x-aksen.

Og sidstnaevnte tilfeelde er netop det, der sparges om i opgaven.
Ovenfor blev det vist, at det lokale minimum har veerdien k, dvs. hvis det skal ligge pa x-aksen, sa skal

k=0.

Desuden har det lokale maksimum veerdien 32 + k, s& hvis det skal ligge pa x-aksen, skal k = -32
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i) o2

a) Det bemarkes, at begge vektorer er egentlige vektorer. Dermed har man:

e - 3) (2
alb & ab=0 < (4)&]20 & 3-2+444t=0 < t:—g

9.055: | farste led anvendes den anden kvadratsatning og i sidste led den tredje kvadratseatning:
(P-2a) +4pa—(p-a)(p+a)=p° +4q° ~4pq+4pq—(p* -’ )= p’ +4g° - p’ +° =5¢°

9.056: f(4)=3 f(6)=27 feren eksponentielt voksende funktion.

Da f er en eksponentielt voksende funktion, er den p& formen: f(x)=b-a
De to opgivne punkters koordinater indszttes i forskriften:
27=Db-a° 27 b-a°
. er_
3=b-a’

X

9=a**=a’> <« a=3

3 b-a’

| sidste skridt er det benyttet, at a-veerdien i en eksponentiel udvikling skal veere positiv.

Sé kan b-vaerdien bestemmes ved at indsatte den fundne a-vaerdi i forskriften sammen med det farste
punkt:

I T
3 3 27
S4 er forskriften: f(x)= 2—17-3X

9.057: f(x):ax2+bx+c d =b®-4ac

For parablen P gelder:

a >0, da benene vender opad.

c > 0, da c-veerdien angiver skaringen med y-aksen.

d <0, da parablen ikke skeerer x-aksen, dvs. polynomiet har ingen rgdder.

For parablen Q geelder:
a < 0, da benene vender nedad.

¢ <0, da c-veerdien angiver skeeringen med y-aksen.
d > 0, da parablen skeerer x-aksen to steder, dvs. polynomiet har to rgdder.

9.058: Det ubestemte integral bestemmes ved ledvis integration:
_[(GXZ +2x)dx=2-x° +x° +k
Det bestemte integral bestemmes ved integration ved substitution:

1
IO 5x* - e* Idx

t=x>+1
ﬂ:5x4
dx

dt =5x* - dx

x=0:t=0°+1=1
x=1:t=1+1=2

Ovenstaende indszttes, sa variablen — inkl. greenserne — udskiftes fra x til t:
Teoa g, [Pt [at1? o2 o1
[ 5x*-etdx=["edt=[e' | =e*—e'=e(e-1)
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9.059: Kuglen har centrum i C(0,0,5) og punktet P(2,-1,7) ligger pa kuglen.
a) Man kender allerede kuglens centrum, sa for at kunne bestemme ligningen, mangler man kun radius.
Radius er afstanden fra centrum til et vilkarligt punkt pa kuglen, sa da P ligger pa kuglen, har man:

r=|CP|=(2-0) +(-1-0)’ +(7-5)° =4+1+4 =0 =3
Og hermed er kuglens ligning:
(x=0)"+(y-0)+(2-5)°=3 < x*+y*+(z-5)"=9

Ligning for en tangentplan a til kuglen: x+2y—-2z+1=0

b) For at bestemme den spidse vinkel mellem en plan og en linje, skal man fgrst bestemme vinklen
mellem en normalvektor for planen og en retningsvektor for linjen. En retningsvektor for linjen
gennem C og P er:

2-0 2
r=CP=|-1-0|=| -1
7-5 2
1
En normalvektor for planen aflaeses ud fra planens ligning: n=| 2
-2
Vinklen mellem retningsvektoren og normalvektoren bestemmes:
2 1
-1 2
2 )\-2 _2-2-4_ 4

COSW =

rn _ _
M 2 (caf vz 222 e (2 VOO 9
w=cos™ [—g] —116,387799961°

Dvs. den sggte spidse vinkel er: v =w-90°=116,387799961° —90° = 26, 3878°

c) Da a er en tangentplan, er centrums projektion pa planen netop rgringspunktet R med kuglen. Sa
man skal bestemme projektionen af punktet C pa planen o. Dette gares ved farst at opskrive en
parameterfremstilling for linjen gennem C med planens normalvektor som en retningsvektor for linjen:

X 0 1
y|=|0|+t:] 2
Z 5 -2

Reringspunktet R er sa skaringen mellem denne linje og planen. Den findes ved at indsatte
koordinaterne for linjen i planens ligning:

t+2:(2t)-2:(5-2t)+1=0 < t+4t-10+4t+1=0 < 9%=9 < t=1
Denne veerdi indszttes i linjens parameterfremstilling for at bestemme rgringspunktet:
X 0 1 1

y|=[0|+1-] 2 |=| 2| Dvs.atrgringspunktet er R(1, 2, 3)

z 5 -2 3




9.060: f(x)=x-e** ; P(1f())

a) En ligning for tangenten til grafen i punktet P bestemmes pd TI n’spire ved:

=
2 2

tangentLine(X' e X x, 1) 3e“x-2e

22.1671682968 x—14.7781121979

tangentLine(x- e? X x, 1)

Dvs. en ligning for tangenten er Y =3-6*-x—2-¢’

b) Monotoniforholdene bestemmes ved pa TI n’spire at bestemme den afledede funktion og den anden
afledede og derefter bestemme vardien af den anden afledede funktion de steder (i dette tilfaelde “det
sted”), hvor den afledede funktion har nulpunkter:

j‘(x):=r e? X Udfort A
7=, ) o
X
2 Udfort
d d
Ax)="—{Ax])
dx
solve(f](x)=0,x) - -1
2

0(-1) 0.73575888234"
2

Da den anden afledede er positiv (0,735...), nar x=-0,5, hvor den afledede funktion giver 0, har man
altsa et lokalt (og globalt) minimum her, og derfor geelder:

f er aftagende i intervallet ]-o0;-0,5]

f er voksende i intervallet [-0,5;00]

9.061: m=b-1?, hvor | er lengden malt i mm og m er tgrvaegten malt i mg. Opgaven lgses i Maple.
with( Ghym )
Tahellens verdier legges md 1 to ster:
leengde = [5.1,5.5 60,62 64 67 7.2]:
tervegt == [0.14, 0,18, 0.24, 0.27, 0.30, 0.35, 0.45] :
Det er potensvelst, da den uafhzngige wariahel stdr som rod 1 potensen:
ml) = PowReg(lengds, tarvaegt, )
m (1) = 0000564375091 845755 [ 0169813181313
Dws. man hatt @ = 3, 381658 og & =0, 000564378

b) Mar lengden af torskelarven er 7,5mm, har man:
m(T5)=0.5153722029153428
Drwrs. tervegten er 0, 514 mg

Nar tervegten er 0,60mg har man (der anvendes fzolve, da det er en potensfunktion):
Feolve(m({) = 0.6) = 7.852340631
Dws. lengden er 7, 85 mm




9.062: |AB|=5 |AC|=7 ZA=114°
a) Da man kender en vinkel og de to hosliggende sider, kan den modsatte side (|BC|) bestemmes ved

at anvende en cosinusrelation:
IBC[" =|AB[’ +|AC|" —2:|AB|-|AC|-cos A

BC| =45 +7% —2-5-7-cos(114°) =10,1228239645 =10,1

Vinkel B kan bestemmes ved bade cosinus- og sinusrelationer. Det er hurtigst med sinusrelationerne,
men sa skal man vaere opmarksom pa, at man skal vurdere, om B er spids eller stump, da det jo er en
vinkel, der er den ukendte. Cosinusrelationen giver ikke problemer med dette, da den altid entydigt
giver vinklen, ndr man arbejder med trekanter.

Metode 1: Sinusrelationer.

sinB:sinA - sinB=SinA-|AC| — Bosin® sinA_IACI
|AC| |BC| |BC| |BC|

10,122824
Da vinkel A er stump, kan B ikke ogsa vere stump, sa den fundne vinkel er den rigtige: ~B =39, 2°

B=sin™" [% 7] =39,17733866° =39, 2°

Metode 2: Cosinusrelationer.
0B — |AB|" +|BC|" —|AC|
2.[AB[-|BC]|
B — cos-t (52 +10,122824% — 72 j
2.5-10,122824

=39,1773386604° = 39, 2°

b) Man kan finde de to sggte starrelser i vilkarlig reekkefglge.

Metode 1: Farst areal, sa hgjde:

Da man kender en vinkel og de to hosliggende sider, kan arealet af trekanten bestemmes med -
appelsin-formlen:

T =%.|AB|-|AC|-sin A:%-5‘7-sin(114°)=15,9870455:16_,0

Arealet af en trekant kan ogsa bestemmes som det halve af produktet mellem en grundlinje og hgjden

pa denne. Dvs. man har:

roliacih, o b o] 2159870455
2 |AC]| 7

=4,56772728821=4,6

Metode 2: Farst hgjde, sa areal:

Lad den rette vinkel pa figuren (hgjdens fodpunkt) veere D. Trekant ABD er retvinklet, og i denne
trekant er: ZBAD =180°-114° =66°

Hgjden er den modstaende katete til denne vinkel, sa man har:

sin(£BAD) = |Ah‘|’3| < h, =sin(£BAD)-|AB|

h, =sin(66°)-5=4,56772728821=4,6

T =%-|ACI-hb :%-4, 567727288217 = 16,0

Avrealet kan sa bestemmes ved:



9.063: a) Frekvenserne beregnes ved at tage antallet af personer i det enkelte interval og dividere det med det
samlede antal:

Eksempel: 5-10 : frekvens = 57?41 =0,139=13,9%

De kumulerede frekvenser beregnes som summen af frekvenserne op til og med det hgjeste antal
cigaretter.
Antal cigaretter pr. dag 5-10 10-15 15-20 20-25 25-30 30-35
Antal personer 74 119 127 129 32 50
Frekvens 13,9% 22,4% 23,9% 24,3% 6,0% 9,4%
Kumuleret frekvens 13,9% 36,3% 60,2% 84,5% 90,5% 99,9%
Den kumulerede frekvens skal give 100% i sidste interval, men afrundinger giver en afvigelse

pa 0,1%.
| Maple tegnes sumkurven ved:
with( Ghm )

5..10 74
10..15 119
15,20 127
2025 129
25 .30 52

30,35 A0
plotSum ke (AL

SUMEURVE
Eorartiler = [12.5, 179, 23.0]

b) Maple har tegnet en sumkurve, og den har ogsa beregnet kvartilsattet, der er (13,18,23)

For at finde den procentdel af rygerne, der ryger mindst 21 cigaretter om dagen, defineres sumkurven
som funktion, og funktionsveerdien beregnes:

mix) = rumbkurve( A x)
mi(21)=0651224105461394

Dette tal fortzller, at 65% af rygerne ryger hgjst 21 cigaretter om dagen.
Dvs. 35% af rygerne ryger mindst 21 cigaretter om dagen.



9.064: f(x)=§+\/§

a) Grafen indtegnes i Geogebra sammen med linjerne x = 1 og x = 4, sa man kan se omradet:

Grafen ligger over 1.aksen, og man far derfor et simpelt omdrejningslegeme, med rumfanget:
m(x) = sumkurve(A, x)

m(21)=0.651224105461394

rartart

fx) = — 4T
4 3

V=e=:va{f[ﬂ:-| (f(x))? dx
4 )
Dws. rumfanget er 7= 38, 4845

= 38.45451001

9.065: ‘jj—':' —0,00013-N -(1000-N)

a) Det er oplyst, at der er 50 individer i populationen fra start, dvs. nart =0 er N = 50.
Dermed kan vaksthastigheden fra start bestemmes ved indszttelse i differentialligningen:

%—T =0,00013-50-(1000—50) = 6,175

Dvs. at fra start vokser populationen med 6 individer pr. degn.

Nar vaeksthastigheden er 31 individer pr. dagn, har man:
31=0,00013-N -(1000— N) :
Denne ligning (der kan omskrives til en andengradsligning), leses pa TI n’spire ved:

solve(31=l.3E-4- n (IOOO—n),n) A

n=392.583 or n=607.417 l
Dvs. at vaeksthastigheden er 31 individer pr. degn, nar der er 393 eller 607 individer.




9.066: a) Da radius af halvcirklen er r, er leengden af rektanglet 2r, sa omkredsen bliver:

Oblomsterbed = Ohalvcirkel + Orektangeludenside = % ’ 2 el + 2 : h + zr = 2h + (7[ + 2) -r

b) Nar omkredsen er 16, har man:

6— (72' + 2) -r
2 2

Arealet svarer til summen af arealet af halvcirklen og arealet af rektanglet:

1
A(r) = Arektangel + Ahalvcirkel =h-2r +E-7Z'- I‘2 =

+2)-r
8——(” ) 24t = 1r— g =212 S r? =160 = g2 |12
2 2 2 2

16=2-h+(r+2)r < 16—(742)-r=2h < h=>

9.067: a) Der er tale om to retviklede trekanter, hvor vejstreekningerne AP og PB udger hypotenuserne i
trekanterne. Dermed kan de udtrykkes ved x ved at bruge Pythagoras, og ved at udnytte, at nar kateten
i den ene trekant har leengden x, sa er lengden af det resterende stykke af greensen (svarende til en
katete i den anden trekant) lig med 46km - x:
(Der regnes uden enheder. Leengderne opgives i km)

|AP| =402 +X* < |AP|=+40?+x* ; 0<x<46
IPBf =33 +(46-x)" <« |AP|=433+(46-x)" ; 0<x<46

b) Lad f(x) veere prisen for vejen udtrykt i millioner kr. Prisen for hver af de to dele af vejen findes ved
at multiplicere leengden af stykket med prisen pr. lengde. Sa man har:

 (X) =50-| AP| + 60-|PB| =50-/40? + X* +60-,/33 + (46 -x)° ; 0<x<46

For at finde den veerdi for X, der gar vejen billigst mulig, kunne man foretage en funktionsanalyse og
finde et minimumssted, men i dette tilfeelde er det et funktionsudtryk, der ikke er s nemt at arbejde
med, og vigtigst af alt kender man det omrade [0;46], som x-verdierne ligger inden for, sa i dette
tilfeelde loses opgaven ved pa TI n’spire at tegne en graf:

(For at finde ud af den gvre grense pa y-aksen, kan man finde en funktionsverdi for en x-veerdi i
omradet [0;46]. F.eks. giver f(20) = 4757, sa den gvre grense for y-vaerdierne skal i hvert fald vare
starre end denne).

6000 ¥

(28,4.7e+3)

f1(x)=50 J402+x2 +60 J332+(46—t)2

0 10 4;
Minimumspunktet for grafen er fundet ved “Underseg grafer”—>”Minimum” og valg af granser pa
hver side af det omrade, der ses at indeholde de mindste y-veerdier.

Det er kun x-veerdien, der skal bruges, dvs. man ser at nar x = 28km bliver vejen billigst mulig.




9.068: f(x)=—x"+x"+kx+3 g(x)=x+3 k>0
a) Farst bestemmes skaringsstederne mellem graferne for de to funktioner:
f(x)=9g(x) & —-X+xX*+kx+3=x*+3 <& x’-kx=0 < x(xz—k):o N

x=0v xX’-k=0 < x=-vk v x=0 v x=vk
Det er angivet pa figuren, at grafen for g ligger over grafen for f i omradet M, mens det er omvendt for
omradet N. Skaringsstederne giver nedre og gvre grense for de bestemte integraler, sa man har:

O 1 . ko,
1 4k 2 —k? k? Kk
0_0‘(2'(‘ﬁ) ‘5'(‘ﬁ)): s
A, J. (x))dx— J—( X® + kx ) dx = [—— X JrkXZTE
g = 2% . =
2 2 2
(_1.(_ 0) J 0)- KKK
4 2 4
Det er hermed VIS'[ at = A, foralle vaerdler af k.

0.069: y'=0,03-(g(t)—y)  g(t)=20+0,25-t 0<t<320

t er tiden malt i sekunder, g(t) er vandbadets temperatur mal i grader celsius.
f(t) er objektets indre temperatur malt i grader celsius og opfylder differentialligningen.

a) Farst bestemmes, hvor lang tid der gar, fer vandbadets temperatur bliver 100°C:

100=20+0,25't < 80=0,25't < t= 0825 =320
Dette passer med den gvre greense for modellens gyldighed:

Pé TI n’spire bestemmes den fuldsteendige lgsning til differentialligningen, hvor g(t) er indsat:

deSolve(y'=0.03- (20+0.25- t-y),,y) y=c8 (0.970446)'+0.25 ++11.6667
solve(10=c- (0.97044553354851)%+0.25- O+11‘666666666667,c) c="1.66667
y=91.6666

y=-166667 (0.97044553354851)°20+0,25- 320+11.666666666667

Med den anden indtastning bestemmes verdien af konstanten ud fra oplysningen om, at fra start
(t = 0) er objektets indre temperatur 10°C.

Til sidst er det udnyttet, at man oven for har fundet ud af, at temperaturen er 100°C efter 320 sekunder
til at bestemme den indre temperatur af objektet:

Dvs. objektets indre temperatur er 91,7°C, nar vandbadet er 100°C
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9.070: P(1,-6) Q(-2,3)

Haldningen for den rette linje | gennem P og Q bestemmes:

a= Y= W 3_(_6)232_
X,-% —-2-1 -3
Med P som udgangspunkt og den fundne haldning bliver ligningen for I:

y—(-6)=-3-(x-1) & y=-3x-3

Skaeringen med y-aksen findes ved at sette x-veerdien til 0, dvs: Y, =—3-0-3=-3
Dvs. koordinatsettet er (0,—3)

-3 & Xyping =1

skeering

Skeeringen med x-aksen findes ved at satte y-veardien til 0, dvs: 0=-3-X

skeering

Dvs. koordinatsattet er (—1,0)

X*+6X+Yy° —14y+7°+22+23=0

Kuglens ligning omskrives til formen, hvor man direkte kan afleese centrum og radius:
(x+3) +(y—7) +(z+1) =—23+3 + 72 +1' =23+ 59 =36 = 6°

Dvs. at:

r=6 C(—3,7,—1)

9.072: Kateterne i den retvinklede trekant har leengder a og a+1.

9.073:

Nar a=23 er lengderne af kateterne 3 og 4, sd hypotenusen ¢ bestemmes med Pythagoras ved:

C=v3+42=9+16 =425 =5

Hvis leengden af hypotenusen c skal vaere \/E , har man:

¢’=a’ +(a+1)2

13 =a?+a’+2a+l & 13=2a’+2a+l < 0=2a’+2a-12 < O=a’+a—6
| sidste skridt er ligningen forkortet med 2.

Dette er en andengradsligning, der kan lgses ved diskriminantmetoden, eller man kan som vist her
benytte faktorisering ved at finde to tal, hvis produkt er -6 og sum 1:

0=a’+a-6 < 0=(a+3)(a-2) < a=-3v a=2
Da a angiver lengden af den ene katete, skal den vaere positiv, sa kun den ene lgsning kan bruges, og
dermed er a=2

f(x)=—4x*+20x g(x)=8x

Ferstekoordinaten til skeeringspunkterne mellem de to grafer bestemmes ved at satte
funktionsudtrykkene sammen og dermed bestemme de x-veerdier, der giver samme funktionsveerdier i
de to funktioner:

f(x)=9(x) &

—4x*+20x=8X & 0=4x’-12x & 0=x*-3x & 0=x(x-3) < x=0v x=3
Daf Iigger over g i omrédet har man:

Ay = I dx I 4x +20x - 8x dx = 4[ —X +3x)d

3
4-{—1x3+§x2} =4 —1-33+§-32—£—1-03+§-02j =4-[—9+2)=—36+54=18
3 2 3 2 3 2 2 =






9.074: f(x):e“*—zxz—x—l ﬂ:4y+8x2
4 dx
Det undersgges om f er en Igsning til differentialligningen ved at indsztte i differentialligningen og se,
om man far en identitet (et udsagn sandt for alle x-veerdier). For at kunne gare dette, skal funktionen
dog farst differentieres (der differentieres ledvist og til farste led benyttes reglen for differentiation af
sammensat funktion):
fi(x)=4-e"-2.2x"1-1-0=4-e" - 4x-1

Indseettelse i differentialligningen:

4e" —4x—1=4.(e“x—2x2 —x—%j+8x2 =S

4e® —4x—-1=4e* —8x* - 4x-1+8x* <

4e™ —4x—1=4e" —4x-1
De to sterrelser pa hver sin side af lighedstegnet er ens, dvs. ligningen er en identitet, og dermed er f
en lgsning til differentiallligningen.



August 2009: Delprgven MED hjzlpemidler

- (1) - (-3
0.075: a:U b:[ J
2 2

a) Vinklen mellem vektorerne bestemmes:

2Jz)
5.5_ 2)\ 2 -3+4 1 1 1

al ) @.[—3 T 2122 JCapi2? V513 V513 Vs

4 1 j
V=C0S | — | =82,875°
(«/65

COSV =

-

b

b) Az‘det(é,BJ: ; _23H=|1.2—2.(_3)|=|8|=§

)
c) b, b'f. 2)\2 .[1j=

9.076: a=7; b=12 ; c=17

a) Da man kender alle tre sider i trekanten, skal man anvende cosinusrelationerne til at bestemme
vinkler:

J =cos™ (—;j =124,8499046°

b) Da man netop har udregnet vinkel C, kender man i trekant ACD de to vinkler C og D, og man
kender siden d. Dermed kan sinusrelationerne anvendes til at bestemme den sggte side:

|AD|  |AC] |AC|

— = |AD|=————:sinC
sinC  sin ZACD sin ZACD
|AD| = 2 sin (124,8499046°) =13,92692298

sin(45°)



9.077:

a) Det er oplyst, at modellen er en ekeponentiel udvikling (1) = MV, o, o0g da man har en tabel med ohservationer, skal der laves regression.

Dette gores med Maple-pakken: Gym

with(Gym )

| Chri EvadratGORtest, ChikvadratUtest, Cos, ExpReg, LinReg, LogisiReg, PolyReg, PowReg, PropReg, Sin, Tan, antalobs, antalsiabel, areqll, areall
chicdyf, chipdf, det, dotP, av, farventet, frakiil, frelvens, frelvensTabel, pennemsnit, grupperData, hat, hyppighed, inmvCos, imuSin, invTan, imvbin
median, middel, nomalcds] nommalpdy, pindediagram BIV, plotHistagram, plotPindediagram, plotResidualer, plotSimkurve, plotTrappekurve, po
tabelsum, todf] testlin, tpdf, trappekurve, trappekurve BIN, typeintarval, typetal, varians, virkel, vishlatriz, vsolve, zinterval, zintervall Andsl, zTs

Arene skal angives som antal & EFTER 1997 54 de to oprettede lister hliver:
gri— [0,1,2 3456789, 10]
[0,1,23,4,5,67 889, 10]
antal == [511, 697, 954, 1305, 1525, 1921, 2490, 3284, 4452, 5804, T150]
[511, 697, 354, 1305, 1525, 1921, 2490, 3284, 4452, 5804, 7180

24 foretages regressionen ved:
ExpReg(dr, antal)

Flksponentiel Regression
w=354196 - 1.2975"
Fotklatingsgrad 72 = 099732

¥o0o
6000
5000
4000
3000
2000

1000

1d fra ligningen kan man alts3 aflese, at:
ND =542 oga =1, 2975

b) Tallet & er fremslerivningsfaltoren, og da den er 1,2975, er antallet af bern, der er 1 behandling for ADHD, vokset med 30 % am dret siden 1997,

Ar 2010 svarer til = 13, 54 modellen giver;
541.96- 129751
16008, 95555

Dws. at ifslge modellen kan det forventes, at 16009 dare vil vere 1 behandling for ADHD 1 2010,

9.078: a) Middelvaerdien beregnes ved at veegte de enkelte aldre med deres antal (veegtet gennemsnit):
P 60-2+61-8+622-74+63‘10+64-3 ~ 62,14814815 ~ 62,1

b) For at lave et boksplot i Maple, skal man anvende en matrix, sd man kan angive frekvenserne for
de enkelte aldre:

Kvartiter= [61, 62, 63.]

60 2
61 8
afder == | 62 4 | }7 4{
63 10
64 3
Boksplot(alder) e




9.079: N'=4-10°-N-(K-N)  N(0)=10000  N'(0)=2000

a) Fra start kender man bade veaksthastigheden N’(0) og populationens stgrrelse N(0). Da disse to

starrelser kendes til samme tidspunkt (t=0), kan man bruge dem til at finde K ved at indsette i
differentialligningen:

2000 = 4-10°-10000- (K —10000) <>
2000 _ ¢ 10000 o
4-10

K =50000+10000 = 60000

b) Nar N = 35000 bliver vaksthastigheden:
N'=4-10"°-35000- (60000 — 35000) =3500
Dvs. at vaeksthastigheden er 3500 individer pr. ar.

9.080: f (x) =b-x**® , 1000<x<64000 fer antallet af fuglearter ved sgen, og x er sgens overfladeareal

a) Tallet b kan bestemmes, nar man kender en x-vardi (1650) og den tilsvarende y-vaerdi (3):
3=b-1650"* < b= % =0,4707065793
1650"° =——

For en sg med 6 fuglearter har man:

4
6= b~XO'25 PN X025 :g & X = (g} , da(xo,zs )4 —x0Bh gl

0,4707065793
Altsd er sgens overfladeareal 26400m?2.

4
dvs. x= (#j =26399,99997

b) Da x, =10-x, og f(x,)=k-f(x) har man:
f(x)=k-f(x) & bx¥®=kbx? o x®=kx* o (10-%)" =k-x*
1072 X% =k-x'* < k=10"" =1,778279410

Tallet k svarer til en fremskrivningsfaktor (1+r), sa det fortller, at
antallet af fuglearter ved sgen S; er 77,8% hgjere end antallet af fuglearter ved sgen S;.



9.081: f(x)= g~ +2xi

a) Da ordet 'maksimum’ indgar i spargsmalet, kan man vare (neasten) sikker pa, at man skal anvende
den afledede funktion til at besvare spargsmalet.

Det er ikke alle funktioner, der har et maksimum. F.eks. har et andengradspolynomium, hvis graf er
en parabel med grenene pegende opad, ikke et maksimum, da der ikke er et tal, der angiver den starste
y-veerdi (man kan altid finde en y-vardi, der er stgrre , ved at ga tilpas langt ud ad x-aksen). Logistisk
veekst har heller ikke et maksimum, selvom grafen er begreanset opad til, da der ikke er et bestemt
tal, der angiver den starste y-veerdi.

Man kan formulere det kort ved at sige, at en funktion har et maksimum, nar dens veerdimeengde er
lukket opad til, dvs. slutter med ...;a].

Farst bestemmes den afledede funktion ved at bemaerke, at der er tale om en sammensat funktion,
hvorfor man farst skal differentiere den inderste og derefter den yderste med hensyn til den inderste:

f '(X) _ (—2X+ 2)_e—x2+2x+1
Sa bestemmes nulpunkter for den afledede funktion, hvor man anvender nulreglen:
f'(x)=0 & -2x+2=0v e*??=0 & -2x+2=0 < x=1

(det er her benyttet, at den naturlige eksponentialfunktion aldrig giver 0).

Herfra kan man benytte to veje:
1.vej:
Verdien af den anden afledede bestemmes det pagealdende sted (Maple anvendes):

flx) = E'J“E"'h"'l :
AUl =-1477811220 = 0

Da den anden afledede er negativ det sted, hvor den farste afledede er O, er der tale om et lokalt
maksimumssted. Da det desuden er det eneste ekstremumssted, ma funktionen vere voksende i
intervallet ]-o0,1] og aftagende i [1,00].

Dermed er stedet 0gsa et globalt maksimumssted, og funktionen har dermed et maksimum.

2.Vej:
Fortegnet for den farste afledede bestemmes pa hver sin side af 1. Dette kan geres ved at se pa

fortegnet for faktoren (—2x+ 2) , da den naturlige eksponentialfunktion altid giver et positivt tal:
x=0:-2-0+2=2>0

X=2:-2-2+2=-2<0

Dermed bliver fortegnsskemaet:

X 1
f'(x) + '
O\

Dvs. at funktionen er voksende i intervallet ]-o0,1] og aftagende i [1,o0[.
Dermed er 1 et globalt maksimumssted, og funktionen har dermed et maksimum.




9.082: Et rektangulert skraplan med hjgrnerne A, B, C og D.

A(10,-10,0)
B(10,10,0)
C(-10,10,4)
D(-10,-10,4)
Mast med endepunkterne F og T.
F(0,0,2)
T(0,0,22)
-5
Wire parallel med r=| 5
-19

a) Det er oplyst, at wiren, der lsber mellem punkterne T og S, er parallel med r, der derfor kan fungere
som en retningsvektor for den linje, der gar gennem T og S. Da man kender koordinaterne til T (som
ligger pa linjen), kan man bruge dette som udgangspunkt, og dermed bliver en parameterfremstilling
for linjen gennem T og S:

X 0 -5
yi=| 0 [+s] 5
z 22 -19

For at bestemme en ligning for den plan, som skraplanet ligger i, skal man kende en normalvektor for
planen og et punkt i planen. Som punkt i planen kan man bruge et hvilket som helst af punkterne A,
B, C og D.

En normalvektor til findes ved at tage krydsproduktet mellem to vektorer, der udspaender planen (dvs.
man skal sikre sig, at man ikke far valgt to parallelle vektorer i planen, da krydsproduktet sa vil give

nul).
-10-10 -20 10-10 0
To vektorer, der udspander planen, er: AD =| -10—(-10) |=| 0 |og AB=|10-(~10) |=| 20
4-0 4 0-0 0

Krydsproduktet bestemmes:
ADx AB =(0-0—4-20,4-0—(-20)-0,(~20)-20-0-0) = (-80,0,-400)

Denne vektor kunne godt bruges som normalvektor for planen, men det vil vaere nemmere at benytte
en kortere vektor, der er parallel med krydsproduktet. Sa her veelges en vektor, hvor hver af
koordinaterne i krydsproduktet er divideret med -80:

1
n=|0

5
Som punkt i planen veelges A, og hermed bliver ligningen:
1-(x-10)+0-(y—(-10))+5-(z2-0)=0 <«
X+5z-10=0



b) Koordinatsattet til S er skeeringen mellem linjen og planen fra spgrgsmal a). Dette findes ved farst at
indseette linjens koordinater i planens ligning:

—5s +5-(22—195)—10 =0 < -100s+100=0 < s=1
Denne parameterveerdi indsattes i linjens parameterfremstilling for at finde skeeringspunktet:

X 0 -5 -5
yl=l 0|+l 5 |=| 5
Z 22 -19 3

Og da det var et punkt og ikke en vektor, der skulle findes, har man: S = (-5,5,3)

Leengden af wiren TS er afstanden mellem punkterne T og S, dvs:
—[TS| = (-5-0)° +(5-0)° +(3-22)° =/25+25+361 = /411~ 20,3

Iwire

Pa TI n’spire kunne man have foretaget ovenstaende udregninger ved folgende indtastninger, hvor der
er taget udgangspunkt i punktet C og diagonalerne AC og BD:

"T0-10 20| &
ac:=l10--10| 20
| 40 | | 4 |
[-10-10] [-20]
bd:=|-10-10 -20
| 4-0 | 4 |
crossP(ac,bd) 160]
0
800
160" (x=-10)+0: (y-101+800- (z-4)=0 160" x+800' z-1600=0
-5 5 Udf@?'[
IS(S):= g s
22-19's
solve(160' -5 s+800' (22-19' 5)-1600=0,s) s=1
tsl1) -5
5
3
[-5-0)2+{5-0}2+(3-2)2 a1 U
9/9




9.083: f(x)=—x"+3x
Da F er en stamfunktion til f har man: F(x) :I f (x)dx :I(—xs +3x)dx :—%x“ +gx2 +k
Da linjen t med ligningen y=-2x+8skal vere tangent til F, skal den rere et sted xo, hvor

differentialkvotienten F'(x,)=f(X,)=-2, da tangentens hzldning netop er defineret som
differentialkvotienten det pagaeldende sted.

Det pageeldende sted kan derfor bestemmes i Maple ved:
Fix) = 4+ 3%
sofve( fix)==-21=2, -1, -1
Der er altsa to mulige steder (det ene sted er angivet to gange), men da det i opgaven er oplyst, at
farstekoordinaten skal veere negativ, har man altsa X, =-1.

Dette sted rgrer tangenten altsa grafen for F, og dermed kan funktionsverdien dette sted bestemmes
ved at indseette i ligningen for tangenten:

y =—2-(—1)+8=10
Da funktionsvardien er 10, bliver k:

F(-1)=10 <
10=—3-(—1)“+§-(—1)2+k o 10--1 3k o 10-24k & k=2
4 2 4 2 4 4
1 3 35
Hermed er forskriften for F: F(X):_Z x* +E x? +Z

9.084: f(x)=80x—-10x’

Opgaven lgses i Maple:
Farst defineres funktionen:
Flx) = 80— 10-%°:
Nar omdrejningslegemets mumfang skal bestemmes, skal man kende den nedre grense for
det hestemte integral der skal anvendes til M, og man skal kende den sterste mulige vardi
for Ik, 58 man kan tiekke, at man ikke fir en for stor k-verdi. Derfor findes funktionens mulpunister.
sobve( flx)=0)=0 8
Dwe. at nulpunbterne er x =0 ogx = &

Eumfanget for et omdrejningslegeme er: =1 ﬂsz dx , 54 man har:

4 ..
M t 10 digit

r=mu| Aix)?dr= 163384'] a0 5725468 107
“0

Dz, at rumfanget er 7= 1, 715728468 1IZIj

Ligningen ¥, =L'V1ETSE:S ved:
A
‘ﬂx dx——-Tl: ‘f[x dx k

Frofve | T = 5124510658

Dette tal hgger mellemn 4 og 8, 53 det kan bmges dvs. k=5, 124510689




9.085: X =p-003-M  M(©0)=0
Denne differentialligning kan pa Tl n’ Splre loses ved ’desolve”:
deSolvelm' =p-0.03-m, tm“

Eller man kan genkende den som en ligning af typen % = b — ay med den fuldstendige lgsning y =
Z— ¢ - =@, hvorfor den fuldsteendige lasning bliver: M(t) = —2—+ ¢ - =003

Begyndelsesvaerdien benyttes til at bestemme verdien af c: 0= P e o P
0,03 0,03
Dermed er den sggte lgsning:
M (t) = PP e 00t oy
0,03 0,03
-0,03t
M (t) = 0’03 (1-e*)

Den mangde p, der skal til for at kurere sygdommen (og man ma ga ud fra, at det er den meangde,
der sparges til, selvom det ikke skrives eksplicit), kan bestemmes ud fra det opgivne punkt (3,100):

p,,[l_e-o 03'3).;?]

RV K]

{
solveL 100=

A
| p=34 8558

Dvs. der skal tilseettes 34,9 ug medicin pr. time for at kurere sygdommen.

9.086: a) Lad h veere hgjden af kanalen, og lad x veere leengden af hvert af de vandrette stykker fra A og D ud
til det brune omrade. Tversnitsarealet af kanalen svarer til arealet af rektanglet mellem de brune
omrader fratrukket arealerne af de to retvinklede gule trekanter, sa man har:

T :h-(4+2'x)—2%.h-x:4h+2hx—hx=4h+hx

Da de gule trekanter er retvinklede, kan hgjden udtrykkes ved vinklen v med fglgende udtryk:

sin(v):r;Toszga h=2-sin(v)
Og leengden x er: cos(v)— hos _g < x=2-cos(V)
hy

Hermed bliver kanalens areal udtrykt ved vinklen:
T(v)=4-2-sin(v)+2-sin(v)-2-cos(v)=8-sin(v)+4-sin(v)-cos(v)

For at finde den veerdi af v, der giver det starste areal, findes det eller de steder, hvor den afledede
funktion er 0, og det undersgges efterfglgende ved hjeelp af fortegnet for den anden afledede, om det

er et maksimumssted, minimumssted eller vandret vendetangentsted.
!(v) =8 sin(v)+4' sin(v)' cos{v}|0<v$§ Uaport

¢

d '=1.19606189409

solve'—{f(v)}=0,v] v
\dv' |

42 -12.8948391819
—2{1(»-]}\»-=1.1960613940362
dv

Da den anden afledede er negativ det sted, hvor den farste afledede er nul, er der tale om et lokalt
maksimum, og dermed bliver kanalens tversnit stgrst muligt, nar x =1,19606189409




9.087:

9.088:

9.089:

December 2009: Delprgven UDEN hjzelpemidler

- (1
a= @ P(3,8)

- : : A — =
Da linjen | er parallel med den angivne vektor, vil en normalvektor til linjen veere: n, =a :( 1 J

Man kender nu bade et punkt pa linjen og en normalvektor, og dermed bliver linjens ligning:
-5-(x-3)+1:(y-8)=0 < -5x+15+y-8=0 < y=5x-7

Alternativ metode: Da linjen er parallel med den angive vektor, hvis retning er 1 til hgjre og 5 op, vil
haldningen for linjen altsa vaere 5. Da man kender bade punkt og haeldning far man ligningen:

y-8=5:(x-3) < y=5x-15+8 < y=5x-7

fo=xtet Y-,y
dx  x

Det undersgges ved indsattelse, om funktionen er en lgsning til differentialligningen. Hvis man far et
udsagn, der er sandt for alle x-vardier (en “identitet”), er funktionen en lgsning. Hvis man far et
udsagn, der er falsk eller kun sandt for nogle x-vardier, er funktionen IKKE en lgsning.

, d

For at kunne indsztte skal man have fundet den afledede funktion ( f'(x) = d—ij ;
Funktionen er en produktfunktion, og den afledede funktion bestemmes:
f'(x) =2x-e* +x?-e*
Nu kan der indseettes i differentialligningen:
X _ 2-!x2 e )

X
2x-e* +x2.e* =2x-e* +x%-e*
Det ses, at der star det samme pa begge sider af lighedstegnet, s man har altsa et udsagn, der er sandt
for alle x-veerdier (en identitet), og dermed er f en lgsning til differentialligningen

2x-eX +x%.¢e +(x2-ex) N

f(x)=4x’-8x ; P(1,5)
Ved at integrere ledvist findes den form samtlige stamfunktioner ma vaere pa:
J.(4x3 —8x)dx = x* —4x* +k
Den stamfunktion, hvis graf gar gennem P bestemmes ved at indsatte punktets koordinater og dermed
bestemme k-veerdien:
F(x)=x"—4x*+k
5=1'-4.1"+k & 5=1-4+k < 8=k
Dvs. at den sggte stamfunktion er:
F(x)=x"-4x*+8




9.090: m(t) =-3t+85 Forskriften beskriver vandmaengden i en beholder.
m er vandmangden malt i liter og t er tiden malt i minutter.

Tallet 85 er begyndelsesveaerdien, og det forteeller, at fra start er der 85 liter vand i beholderen.
Tallet -3 er haeldningen, og det fortaeller, at hvert minut forsvinder der 3 liter vand fra beholderen.

9.091: Grafen/funktionen skal opfylde fglgende:
1) Funktionen har Dm=R
2) Grafen skal ga gennem punkterne (0,5) og (10,-1).
3) Funktionen skal veere voksende i intervallet [3,7].
4) Funktionen skal veere aftagende i intervallerne ]-o0,3] og [7,0].
Et eksempel der opfylder dette er:

h

1071

11

(&%)
—

w




December 2009: Delprgven MED hjaelpemidler

9.092: Med Gym-pakken kan man i Maple fa tegnet en sumkurve og bestemt kvartilszttet.
a) Man skal have angivet aldrene i intervaller:
with( Ghm )
20..30 1
30..40 19
aldar = | 40.50 5 |.
50,60 33
60 .70 14
plotSumkurve (aldar)

SUMEURVE
Eovartiler= [39.0, 533, 58.8]

02

0é

04

0z

Dvs. at kvartilseettet er (39,0 ; 53,3 ; 58,8)

-~ (6 - (3
9.093: a:( Jog bz( j
2 4

a) Projektionen bestemmes ud fra projektionsformlen:

gkl g a3

mz 4) 3F+4 (4) 25 (4) |204
4

4
25
Hvis det skulle veere udregnet pa TI n’spire, kunne det gores ved:
A

3 :
4 |

o

L.'«J‘ (%)

L=

dotPla,p) 78 |

dotP(b,b) 25
104
25| g

b) Arealet af parallelogrammet udspaendt af de to vektorer er den numeriske verdi af determinanten
for vektorparret:

A, =[det(a.5) = |

3
4H=|6-4—2-3|=|18|=1=8

P& TI n’spire indtastes:

] d




9.094: a) Tiden t er malt i &r efter 2006, og den som eksponenti P =P, -a', s& det er en eksponentiel udvikling,

og derfor skal der udferes eksponentiel regression (i Maple):

with( Gy )

ar = [0,1,2]:

P = [ 50808, 73924, 128964 | :

P(t) = BxpReglar iP t):

PlH)=50381. 1831928991 1.5931922931918%

Dwrs. at 7y = 50381 ogae =1, 55932

b) Nar veaeksten pr. ar er 49%, dvs. der er fast rentefod, er der tale om en eksponentiel udvikling, og
fremskrivningsfaktorenaer a=1+r=1+0,49=1,49.

Da begyndelsesveerdien (arlige IP-trafik i 2006 malt i pentabytes) er 31692, far man funktionen
f (t)=31692-1,49", hvor f er den &rlige IP-trafik malt i pentabytes og t er tiden malt i &r efter 2006.

Fordoblingskonstanten kan beregnes ud fra fremskrivningsfaktoren:

T, - ::Eg - |nI?1(,iZa § ~L738186280

Dvs. at fordoblingstiden er 1,7 ar

9.095: W= 20-(1—0,89-6’0’”'t )3 w er vaegten malt i kg og t er alderen malt i &r.
a) Funktionen defineres 1 Maple:
- 3
w(t) = 20-(1— 0897 917)"
War fisken er 3 &r, er # = 3, s34 man bestermer:

w(3) = 2.018152562
Crrs. at en 3 &r gammel fisk vejer 2, 02 kg

b) Nar vaegten er 13 kg, skal man lgse ligningen W(t) =13:

fsolve(w(t) =13) =11.14804485
Dvs. at en 13kg tung fisk er 11, 1 ar

9.096: AABC: /A=58° |AB|=10m ZABC =80°

a) Da man kun kender én sideleengde, kan man ikke bruge cosinusrelationerne.

For at kunne bruge sinusrelationerne, skal man kende et par bestaende af en vinkel og dens modstaende
side, s& man har brug for at kende vinkel C. Denne kan bestemmes ud fra vinkelsummen i en trekant:
/C =180°- ZA—- /B =180°—-58° —-80° = 42°

Sa kan den sggte leengde bestemmes med en sinusrelation:

|BC| |AB| |AB|

=] < |BC|:_—'S|nA

sinA sinC sinC

|BC|= _10m -sin58° =12,6738799286m
sin42°

b) Det er oplyst, at |AD|=3m

| trekant ABD kender man derfor en vinkel (A) og dens to hosliggende siders leengder, og dermed
kan den sidste sideleengde bestemmes ved en cosinusrelation:

IBD|" =|AD|" +|AB[ —2-|AD|-|AB|-cos(A)

[BD| = y/(3m)° +(10m)’ —2-3m-10m - cos (58°) = 8, 78662871334m




9.097: Trekanten har hjgrnerne A(2,0,0), B(0,6,0) og C(0,0,4).

a) En ligning for den plan o, der indeholder trekanten, kan bestemmes, nar man kender et punkt i
planen og en normalvektor for planen. Man kan benytte et hvilket som helst af trekantens punkter som
punkt i planen, og en normalvektor kan bestemmes, hvis man ferst krydser to af de vektorer, der

udspender trekanten.
0-2 -2 0-2 -2
AC=|0-0|=| 0 AB=|6-0|=| 6
4-0 4 0-0 0
0-0-4-6 —24
ACxAB=|4-(-2)-(-2)-0|=| -8
-2:6-0-(-2) ) |-12
6
En normalvektor skal vere parallel med det udregnede krydsprodukt, sa man kan bruge n=|2 |som
3

normalvektor for planen. Med punktet A som et punkt i planen bliver dens ligning:
6-(x-2)+2-(y-0)+3-(z2-0)=0 < 6x+2y+3z-12=0

X 1 1
l:ly|=]0+t:|-1| ; teR
Z 0 2

b) Vinklen v mellem en linje og en plan kan bestemmes ved ferst at bestemme vinklen w mellem en
retningsvektor for linjen og en normalvektor for planen:

1) (6
1] 2
2)\3 _6-2+6 10

COSW =

rn _ _
F ez Vo zrs oi o7

W= cos™ [ij _ 54,3232348492°

V67

Dvs. den sggte spidse vinkel er: v =90° —w = 90° — 54,3232348492° = 35,6767651508°

For at bestemme ligningen for en kugle, skal man kende radius og centrum. Man kender allerede
centrum, sa kun radius mangler. Hvis o skal vaere en tangentplan, skal radius i kuglen netop svare til
afstanden fra centrum til planen, sa denne beregnes:

[6:0+2:0+3.0-12] |-12] 12

r =dist(0,a) = m _m_7

Dvs. at kuglens ligning er:

(x—0)2+(y—0)2 +(z—0)2

12

2
(7) N x2+y2+22:144

49




9.098:

f(x)=x*-In(x)-3x-1; x>0 ; P(1f(1))

a) For at bestemme en ligning for tangenten til grafen for f i punktet P, skal man kende raringspunktets
y-veerdi samt tangentens haldning.
Raringspunktets y-veerdi bestemmes:

f(1)=1*In(1)-3-1-1=1.0-3-1=—4
Heeldningen svarer til differentialkvotienten i 1, sa farst bestemmes den afledede funktion:
f'(x)=2-x-In(x)+x -1—3=2x-ln(x)+x—3

X

f'(1)=2-1-In(1)+1-3=-2

Dvs. at tangentens haldning er -2, og dermed bliver dens ligning:
Y=Y :a'(X_XO)

y—(-4)=-2-(x-1) & y=-2x-2

b) Formuleringen er en anden made at sige, at man skal bestemme monotoniforholdene for f.

For at bestemme monotoniforholdene findes farst de steder, hvor den afledede funktion giver 0, og
derefter bestemmes fortegnet for den afledede funktion i de intervaller, der adskilles af de fundne steder
dette gares i Maple):

f(x) =x"In(x) —3-x—1:
fsolve( f'(x) =0) = 1.573489032
f(1)=-2

71(2.) =1.772588722

Man far dermed fortegnsskemaet:
x o 1573489
[

f(x)id = 0 +

0 id N

Dvs. at f er aftagende i intervallet 10;1,573489], oqg f er voksende i [1,573489 ;




9.099:

9.100:

f(x)=i~x2 g(x)=+x

64

[ Maple defineres funktionerne, og skaeringerne mellem deres grafer bestemmes:
S -2

f(x) = e X

g(x) = x :

solve(f(x)=g(x))=0,16

Dvws. at de to grafer skeerer hinanden, hvor x =0 og hvor x = 16.
Funktionerne afbildes, s man kan se, hvor punktmaengden M lLigger:

plot([ f(x),g(x)],x=-2.20)

1] 5 1n 15 20
x

Det er g(x), der ligger averst 1 det pageeldende interval (den bla graf), sa arealet af punkt-

mengden M er:
16

AM=J0 (g(x) —f(x) Y= SF
DVS.AM=63—4

?j—? =1,55-10"-B-(2000—-B)  B(t) er antallet af bakterier til tiden t malt i dagn.
a) Differentialligningen identificeres som en logistisk ligning med den fuldsteendige lgsning:
B(t) = 2000 2000

15510420001 20311
1551042000t {4 c.g

1+c-e
Da der fra start (t=0) er 50 bakterier, kan man bestemme konstanten c:

50=L?31_0 = l+c=@ & €¢=40-1=39
l+c-e™ 50

Og hermed kan antallet af bakterier efter 15 degn bestemmes:

2000

Dvs. at efter 15 dggn er der ifglge modellen 1457 bakterier.



9.102:

9.103:

~200-v
A()_(v+zf

Man skal finde det sted (den veerdi af v), der gor arealet starst muligt.
Dette findes 1 Maple ved at definere funktionen og benyvtte de afledede
funktioner (1. og 2.) til at finde maksimumssteder:
A(v) = 200y -
(v+2)
solve(A'(v)=0)=2
Dvs. at der er lokalt minimum, lokalt maksimum eller vandret vendetangent

dette sted. Den anden aflededes fortegn underseges dette sted:

4"(2)= -2 <0
Da den anden afledede er negativ, er der lokalt maksimum dette sted, og da
der ikke er nogen mimimumssteder, er det ogsa et globalt maksimumssted.

Blomsterbedets areal bliver altsa sterst muligt, nar v=2

f(x)=5-x*

Heajden svarer til funktionsveerdien, mens bredden af rektanglet er 2 x, hvor
x er den positive vaerdi (il heojre for 2. aksen).

Da bredden skal udtrykkes ved A, skal man have isoleret x 1 udtrykket:
h=5—x"ex'=5—pe xzé-l\,’ 3 — A (dax > 0). Dvs. man har bredden:

b=2"35—h

Og hermed bliver arealet: 4 =b-h= 2-};-4.,' 5—~h

Vandmangden betegnes med V og angiver mangden malt i liter.
Tiden betegnes med t og angiver tiden malt i sekunder.

Andringen af vandmangden i badekarret med tiden bliver sa dd_\t/ eller vV'(t).

Fra vandhanen kommer et positivt bidrag pa 0,4 til ?i_\t/

Den utette bundprop giver — ifglge opgaveteksten - et (negativt) bidrag pa —0,001-V til d_V

Dermed kan differentialligningen opskrives:

v =0,4-0,001-V
dt
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9.104: Udtrykket reduceres ved at anvende den farste kvadratsaetning pa farste led, mens to parenteser ganges
sammen i andet led:

(a+2b)° —(a+2b)(a+b)=(a’+4b’+2-a-2b)—(a’ +ab+2ab+20°) =

a’+4b” +4ab-a*-3ab-2b’ =2b’ +ab=b(2b+a)

En alternativ made kan anvendes, hvis man bemerker, at begge led indeholder parentesen (a+ 2b).
Sa kan man faktorisere pa falgende made:

(a+2b)" —(a+2b)(a+b) =(a+2b)((a+2b)—(a+b))=(a+2b)(a+2b-a-b)=(a+2b)-b

9.105: Ligningssystemet kan lgses pa flere mader. Her vises to:
1. metode (lige store koefficienters metode):
Den nederste ligning ganges igennem med 2, sa der kommer lige store koefficienter foran y:

X—2y=-2 X—2y=-2
=
3x—-y=9 6x—-2y=18

Dette indsattes i den nederste ligning for at bestemme y-vardien:3-4-y=9 & y=12-9=3

}:)6X—X=18—(—2) < Bx=20 & x=4

Dvs. at ligningssystemet har lgsningen (X, y)=(4,3)

2. metode (substitutionsmetoden):
y isoleres i den nederste ligning og indsattes i den gverste:
y = 3x—9 indsattes i den gverste ligning:

x—2-(3x—9):—2 & X—6x+18=-2 < -5x=-20 < x=4

Dette indszttes i den nederste ligning for at bestemme y-vardien:3-4-y=9 & y=12-9=3
Dvs. at ligningssystemet har lgsningen (X, y)=(4,3)

9.106: f(x)=2-In(x)+5-x°
Der differentieres ledvist, hvorefter differentialkvotienten i 2 bestemmes:

f '(x):2-£+5~3x2 :E+15x2
X X

f(2) =§+15.22 =1+15-4=61

9.107: X —6X+Yy’+2y+12°=6
Ligningen omskrives sa centrum og radius kan aflaeses:
(x=3)" +(y+1)° +(z2-0)" =6+3? +12 +0* =16 = 4
Dvs. at C(3,-1,0) og r=4

0.108: f(X)=x-e* +3x  y'=y+J_3x
X
Det undersgges om f er en lgsning til differentialligningen ved at indsatte i differentialligningen og se,
om man far en identitet (et udsagn sandt for alle x-veerdier). For at kunne ggare dette, skal funktionen
dog farst differentieres (der differentieres ledvist og til farste led benyttes produktreglen):
fi(x)=1-e"+x-e*+3=e"(1+x)+3
Indseettelse i differentialligningen:

ex(1+x)+3=x-ex+3x+L+3X—3x N
X

e*(1+x)+3=x-e"+e"+3 <
e (1+x)=e"(x+1)
De to starrelser pa hver sin side af lighedstegnet er ens, dvs. ligningen er en identitet, og dermed er f

en Igsning til differentiallligningen.
9.109: 2x*—-3x+k=0
Hvis andengradsligningen skal have netop én lgsning, skal diskriminanten veere 0:



d=0 < b’-4ac=0 < (-3)'-4-2k=0 < 9-8k=0 <

HOO|©



9.111:
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. - (4-1 3) - (3
a) Nart=4 har man: a= = b=
2 2 4

Vinklen mellem de to vektorer bestemmes:

3) (3
a-b 2) 4 - 3.3+2.4 17

4 \b\ J# 122 7422 1325 135

v =cos™ (Lj =19,4400348282°

J13-5

cos(v) =

b) Da begge vektorer indeholder en koordinat, der ikke er nul, er det egentlige vektorer uanset

veerdien af t. Der geelder derfor:

t—1 3‘
=0 o

§||5 = det(5,5)=0 = ‘2

(t-1)t-2-3=0 < t°-t-6=0 < (t-3):(t+2)=0 < t=-2vt=3

I trekant ABCer: a=13;c=10; ZC=23°; ZA<90°
a) Da man kender siden ¢ og leengden af dens modstaende side, kan man anvende sinusrelationerne til
at bestemme vinkel A:

sinA sinC . sinC
—=——& SInA=——-a
a C c

Da vinkel A er spids gelder:

c

A=sin (% : a} —sin? (S'”lé?’ -13} —30,5274075591°

b) For at kunne bestemme b, skal man kende vinkel B, og den bestemmes ud fra vinkelsummen i en
trekant:

B =180°- A-C =180°-30,5274075591° — 23° =126,472592441°
Og saer:
b C

—_—e— bz_L-sinB
sinB sinC sinC

b= 10 -sinl126,472592441° = 20,5804258929
sin 23°




9.112: Hjarnerne i en glasbygning: O(0,0,0) A(4,5,0) B(0,7,0) T(0,0,5)

En ligning for den plan a., der indeholder sidefladen ABT, kan bestemmes, nar man kender et punkt i
planen og en normalvektor for planen. Som punkt kan benyttes enten A, B eller T. For at finde en
normalvektor findes farst krydsproduktet mellem to vektorer, der udspaender planen:

4-0 4 0-0 0
TA=|5-0|=| 5 TB=|7-0|=| 7
0-5) (-5 0-5) (-5

TAXTB =(5+(-5)—(-5)-7,-5-0—-4-(-5),4-7-5-0) = (10,20, 28)

Krydsproduktet kunne godt anvendes som normalvektor, men man kan ogsa bruge en vektor med
samme retning, der er halvt sa lang:

5
n =10

14
Med punktet T fas nu en ligning for planen:
5-(X—0)+10-(y—0)+14~(z—5):O < b5x+10y+14z-70=0

b) Da metalstangen, der gar fra O til D, skal sta vinkelret pa sidefladen ABT, kan man bruge en
normalvektor for planen o som retningsvektor for den linje, der indeholder metalstangen. Med
udgangspunkt i punktet O bliver en parameterfremstilling for denne linje sa:

x) (0 5) (5t
y|=|0]|+t-|10|=]| 10t
z) o 14/ (14t

Punktet D er sa skearingspunktet mellem denne linje og planen a. Det bestemmes ved at indsette
linjens koordinater i planens ligning:

5-5t+10-10t +14-14t-70=0 < 321t-70=0 < t:37—201
Denne veerdi indsattes i parameterfremstillingen for linjen for at finde skaeringspunktet D:
70 (30
X 321 321
350 700 980
y|= 10-E _| 1% Og da det er et punkt, har man: D| —, —,—
321 321 321 321 321
z
14. 79 | | %80
321 321




9.113: a) Lases i Maple:

with( Ghem )

En mat:_rix med "Ml:urs_alder pa fardselstidspunktet” og "Procentdel” gemmes 1 Maple:
1520 1.4
2025 9.8
25 .30 322

Ad = | 30 .35 382
3540 154
40,45 27
45 .50 0.1

54 kan sumlniven tegnes:

platSumkurve (ML)

SUMEURVE
Kvartiler = [27.1, 30.9, 34.1]

0.3

0.6

0.4

0.2

a
10 20 30 41 50

Der defineres nu en funktion, hwvis graf er sumkurven:
Flx) = sumkurve (A x)

54 lzan man finde den procentdel der svarer til 37 §r:|

£(37) = 0.878400000000000

Crvs. at 87, 8 2% af medrene pd fadselstidspunktet var mindst 37 &r.




9.114: logV =-1,64-0,27-logM
V er maksimal relativ vaeksthastighed malt i enheden "pr. dagn".
M er kropsmasse malt i gram.

a) Nar M =3000 er:
logV =-1,64-0,27-1og 3000

logV =-1,64-0,27-3,47712125472
logV =-2,57882273877
V =107 = 0,002637407648

b) Da man tager titalslogaritmen af \, kan V isoleres ved at anvende 10* pa begge sider:
logV =-1,64-0,27-logM <

1ologv =:|_0—1,64—0,27-IogM P

V =10—1,64 .10—0,27~|OgM =

V =106 .10 ) o

V =107%.(10%") " o
V =0,022908676528-M %

9.115: f(x)=e""* P f()

a) Metode 1 (uden lommeregner): For at finde en ligning for tangenten til grafen i punktet P mangler
man reringspunktets (P’s) andenkoordinat samt tangentens haldning.
Farst bestemmes rgringspunktets andenkoordinat:

f (l) _ el—0,8-12 — @02

Tangenthaldningen svarer til differentialkvotienten i punktet:
f(x)=(1-1,6x)-e* "

f'1)=(1-16-1)-"°* =-0,6-¢"?

Hermed bliver tangentligningen:
y-e"?=-0,6-e"*-(x-1) < y=-0,6-e"*-x+16-e"

Metode 2 (med lommeregner):
Pa TI n’spire indtastes:

Q.2
tangentLine(E 0.8 ,x,l)

Lommeregneren giver:
1.95424441306-0.732841654896 x
Dvs. at tangentens ligning er: y =—0,733-x+1,954




b) Metode 1 (fortegnsskema): For at bestemme monotoniforholdene for f bestemmes farst
nulpunkterne for den afledede funktion:
f'(x)=0 <
(1-1,6x)- " =0 «
1-16x=0 <
1 5
X=—=—
16 8

Ved den anden biimplikation blev nulreglen benyttet, samt at eksponentialfunktioner altid giver
positive verdier (dvs. at de aldrig kan veere nul uanset verdien af eksponenten).

Da eksponentialfunktionen giver positive veerdier, bestemmes den afledede funktions fortegn af
den farste faktor, sd man har:

(1-1,6-0)=1>0 dvs. f'(0)>0
(1-1,6-1)=-0,6<0 dvs. f'(1)<0
Dette giver fortegnsskemaet:

O + 0| W

/(%) t

J(x) /

Altsa er f voksende i intervallet }—00,

| o1

, 00

o | o1

}og aftagende i intervallet [

f har globalt maksimum i stedet X =

oo | o1

Metode 2 (anden afledede):

Pa lommeregneren findes de/det steder/sted, hvor den afledede funktion giver nul, og disse/dette
steder/sted bestemmes verdien af den anden afledede:

dl _na.2 x=0.625
solve j—(el 0.8 )=O.x
ax
;! - - -
2 g2 2.18694070588
j(e"‘ 0.8 )|1'=0.625
dx*

Da den anden afledede er negativ i x = 0,625, er der lokalt maksimum pa dette sted, dvs. man har:
f voksende i intervallet |—;0,625] og aftagende i intervallet [0,625; 0]



9.116: f(x)=x"-4x+7 ; g(x)=—x"+6x-1

a) Det er angivet, at graferne skerer hinanden i x = 1 og x = 4, og man kan se, at grafen for g ligger
over grafen for f i det pagaeldende omrade. Arealet af M kan derfor bestemmes ved:

Ay = (9(x)~ f(x))dx

Dette beregnes i Maple ved:
flx)=2"—4x+7:

gix) =+ Gxr— 1
4

b) Man finder forst rumfanget af omdrejningslegemet, der kommer fra g, og derefter fratreekkes
rumfanget af omdrejningslegemet, der kommer fra f:

\% =n-_[l4<g(x)2)dx—n-fl4(f (x)z)dx

Dette beregnes i Maple ved:

flx) = X —dx+7

glx) =-x*+6x—1:
4

A= (glx) = f(x)) dx=2
1

Drrs. A, =9

4

4 at 10 diits
V= ‘ g(x)? dx — | Ax)? dr =99 m———5 311 0176727
) !

Dws. at nunfanget er: 7= 311, 02



9.117: a) Det er angivet, at sammenhangen er af formen Yy =D0-a", s& der er tale om en
eksponentialfunktion, og da man har en hel tabel med verdier, skal der laves regression (I Maple):
with( Gy )
X = [0, 56, 112, 224, 448, 896 :
Fe=[191,1.36 0% 047 017 001]:
glx) = ExpReg(X, ¥ x):
g(x) = 1.87819682541145 0.9942439555934 187
Dws. & =1, 7819658 0g o = 0, 994244

b) 1 Maple defineres funktionen U (x) = 1:2(5)() ; 0<x<1500, hvorefter grafen tegnes:
= i
plot(Uf(x), x=0..1500)
15
14
13
12
11
10
9
8
.
6
0 500 1000 1500

Det ses pa grafen, at U (x) > 15,5 for x —
Man kan ogsa ses det ud fra funktionsudtrykket. Da g(x) er en aftagende eksponentiel udvikling, vil
g (x) — 0 for x — oo, dvs. n@vneren i brgken vil naerme sig 1, hvorfor U(x) netop vil komme teettere

0g teettere pa 15,5.
Dvs. det maksimale tarstofudbytte pa marken er 15,5 tons (Man kan ikke komme over dette uanset

hvor meget kunstgadning, man bruger)



9.118: dr
dt

a)

b)

=-0,025-r r(0)=0,017

Differentialligningen kan lgses pa flere mader, hvoraf to vises her:
Metode 1:
Pé TI n’spire indtastes:

deSolvelr'=-0.025 r¢7)
r=cI-10.975309912028)°

Dvs. at den fuldstaendige lgsning er:

r(t)=c-0,9753099', hvor ¢ er en konstant.

Da man kender funktionens begyndelsesveerdi, kan konstanten bestemmes:
0,017 =c-0,9753099° < c¢=0,017

Dvs. at den sggte partikulaere lgsning er:

r(t)=0,017-0,9753099"

Metode 2: Differentialligningen genkendes som en ligning af typen Z—i’=k-y med den

fuldsteendige lgsning y = ¢ - e**, s& den fuldsteendige lgsning til differentialligningen er:
r(t) = c- e 00251,

Konstantens veerdi bestemmes som ovenfor, og man far altsa:

r(t) = 0,017 - e~%025¢

S =7(t)-N=0017-700%¢. N N(0) = 106,5
Denne differentialligning ville kunne lgses ved separation af de variable, men det kan ogsa gares

pd T1 n’spire ved indtastningen:

-0.025 ¢, )(0.975309912028)t

deSolvelr'=0.017- ¢ nin) n=c2- (0506616992366

0 ¢=210.217978483
solve(106.5=c~ (0.50661699236559)(0 9753091202833 ,c)

t=104.540935097
solve

0.97530991202833)° [)

200=210.217978483 (O. 50661699236559)(

Den fgrste indtastning giver den fuldsteendige lgsning til differentialligningen, men man ved den
anden indtastning udnytter kendskabet til begyndelsesverdien til at bestemme verdien af
konstanten, saledes at den sggte lgsning er:

N(t) = 210.22 - 0.506617%975310°

Den sidste indtastning er benyttet til at finde ud af, hvornar befolkningstallet nar 200 millioner.
Det ses altsd, at befolkningstallet ifglge modellen ndr 200 millioner mennesker 104,5 ar efter 2007.

Den lange tid skyldes, at veekstraten er eksponentielt aftagende.



9.119: a) Postkassens 2 endeflader bestar af 2 halvcirkler og et rektangel. Sidefladen bestar af 2 halve cylindre
og 2 rektangler. Dermed bliver overfladearealet:

A=2-Aetiage T Acettage :2'(h'2r+2'%-ﬂ-r2j+(2-h-10r+2-%-10r-2-7z-r}:

4hr +27zr? + 20hr + 207z1% = 24hr + 2271* = 2r (12h +11xr)

25r(599—7zr2)

3
For at bestemme den veerdi af r, der giver det starste rumfang, bestemmes forst det eller de steder, hvor
den afledede funktion er 0, og derefter bestemmes fortegnet for den anden afledede de pageeldende
steder, sa det afgares, om der er tale om maksimum, minimum eller vandret vendetangent.

V(r) = 25-;«-[502 — ) |
fralve (V' (r) =0) = -7.283656204, 7.233656204

Kun den positive af disze lesninger ]iggerligﬂdgn for definttionsmengden:
t t
(7. 283656204) = —364.1823102 a0 g 114041

Da den anden afledede er negativ det pag®ldende sted, er det et lokalt
malzsimumssted, 58 rumfanget bliver starst muligt, ndr » =7, 283656204

b) Man har V (r) = ; 0<r<12
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9.120: I tredje led anvendes den farste kvadratsatning:

a’—b’—(a+b) +2ab=a’-b’—(a’ +b’+2ab)+2ab =a’ —b* —a’ ~b? - 2ab+ 2ab = 20’

- 1 - (5t-1
9.121: a= b=

a) Det bemeerkes, at begge vektorer er egentlige vektorer. Dermed har man:
- - 1) (5t-1
alb & ab=0 < . =0 <
-2t 3
1-(5t-1)+(-2t)-3=0 < 5t-1-6t=0 < t=-1

9.122: Da trekant ABC er retvinklet, kan man bestemme laengden af siden BC ved hjeelp af Pythagoras:

|AC|* +|BC| =|AB|’

41|BC|'=5* < |BC['=25-16=9 < |BC|=3
(Det er ved den sidste biimplikation benyttet, at sideleengden er positiv).

Da de to trekanter desuden er ensvinklede, er forholdene mellem ensliggende sider det samme for alle

sidepar, og dermed er:

EF DF DF
e
BC| |AC| |AC|
EF|=2.3=1

4 4

9.123: f(x)=x"+In(2x+1)

Farst bestemmes den afledede funktion, hvor der differentieres ledvist, og hvor sidste led differentieres

som en sammensat funktion:

f'(x)=4x3+2~iz4x3+

2X+1 2X+1
S& kan differentialkvotienten i 1 bestemmes:
f)=d 112 4,212,214
2-1+1 3 3 3 i
3
1
o12a: Y_XH . by
dx vy

For at bestemme ligningen for tangenten til grafen for f (der er en lgsning til differentialligningen) i
punktet P, mangler man at kende tangentens haldning. Denne bestemmes ud fra differentialligningen

ved at indsette punktets koordinater:

dy_2°+1_9
dx 4 4
Hermed kan tangentens ligning bestemmes ud fra haldningen og P’s koordinater:
9 9 9 9 1
—4=—(X-2) & y=—X——4+4 & y=—X-—=
y 4 ( ) y 4 2 y 4 2

9.125: 2x-(x’ +1)5 dx

Dette integral udregnes ved metoden ’Integration ved substitution’.

Det bemarkes, at den afledede funktion af parentesens indhold svarer til de 2x, der star foran

parentesen, og derfor benyttes substitutionen:
t=x*+1

dt
v
dt = 2x-dx

Dette indsaettes i ovenstaende ubestemte integral, og man far:

2X



(x2 +1)6
6

+k

J.Zx-(x2 +1)5dx:ft5dt:%+k:
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9.126: P(31) Q(20,7) é:( 43j

a) Da linjen star vinkelret pa a, er @ en normalvektor for linjen, og da man desuden kender punktet P
pa linjen, kan man bestemme en ligning for linjen:

4.(x-3)-3-(y-1)=0 < 4x-12-3y+3=0 < 4x-3y-9=0

b) PO = 20-3) (17
7-1) |6
Avrealet af det parallelogram, der udspzandes af de to vektorer er:

A-fpr(Po.a)=f %

c) Projektionen bestemmes:

L T )

4% +(-3)

=[17-(-3)-6-4|=|-51-24|=|-75|= 75

9.127: f (x) =b-x* ; f (32) =402 ; f (243) =603
a) For at bestemme de to konstanter indsattes de angivne verdier, sa man far ligningerne:
402 =b-32°
603=Db-243"
Disse to ligninger lgses i Maple ved:

save([402 =5 329 603, = b-245%])
{& =0.2000000000, & = 2010000000}

Dvs. man har a=0,2 og b =201

9.128: a) Den uafhangige variabel d indgar som eksponent i forskriften, sa der er tale om en eksponentiel
udvikling. Da der er mere end to malepunkter, skal der laves eksponentiel regression. Maple anvendes:
restart

with(Gym) :

veeskedybde == 1.0, 3.0, 4.0, 5.0, 7.0, 10.0, 15.0] :
lysintensitet »== [95.1, 86.0, 81.9, 77.9, 70.5, 60.7, 47.2] :
Da "I" er en beskyttet variabel 1 Maple, skal den "frigives":
local /

I(d) = ExpReg(veskedybde, lysintensitet, d) :

I(d) =100.002613039014 0.951224716957043%
Dvs. 1, =100 og g = 0.951225

b) Da 0 <a <1 giver det mening at snakke om en halveringskonstant, og den kan bestemmes ved:

o) )

In(a) _ In(0,9512)

T =13,8544 =139

1
2



9.129: En skitse tegnes ud fra oplysningerne. Den rgde linje halverer vinkel B.

1

4B|=5 B
a) Dasiderne AB og BD er lige lange, er trekant ABD en ligebenet trekant. Og da ~#Aog ~<ADB ligger
over for de to lige lange sider, har man ZADB = ZA=70°

Laengden af siden AD kan bestemmes, nar man kender den modstaende vinkel, og den kan beregnes
ud fra vinkelsummen i en trekant:

Z/ABD =180°- ZA—- ZADB =180°-70°-70° = 40°
Sa kan sinusrelationerne anvendes:

|AD|  |BD|
sin(£ABD)  sin A

BD| .
< |AD|=-_—--sin(ZABD)
sin A

-sin (40°) = 3,4202014332567

AD|=
|AD| sin(70°)

b) Leengden af BC bestemmes ved at regne pa trekant ABC. Man har brug for at kende vinkel C for at
kunne benytte sinusrelationerne, og den bestemmes ved vinkelsummen i en trekant:
/C=180°- Z/A- /B =180°- ZA-2- Z/ABD =180°-70° - 2- 40° = 30°

Saer:

IBC| |AB| |AB|

—_— = |BC|=_—'S|nA

sinA sinC sinC

|BC|: . > 'sin(70°):9,3969262078591
sin(30°)



9.130:
a) f(x)=(x+1)-e"

flx) = (x+1)e":

Monotoniforholdene bestermmes ved farst at finde lokale ekstremumssteder ved yzlp af
den farste og den anden afledede funktion:

sefve(f(x)=0)=0

Mo)=-1<10

Da den anden afledede er negativ det sted, hvor den farste afledede er 0, er det et lokalt
maksimumssted, og dermed gelder:

Fer voksende i intervallet |- o, 0] og aflagende i intervallet [0, |

b) For at fa et overblik over situationen tegnes grafen:

plot( f(x), x=-2 .2, y=-10.10)
10

-10
IMan skal kende den nedre og den ovre grense for det bestemte mtegral, der angiwver arealet af
punktm&ngden M. Den evre grense er 0, og den nedre grense beregnes ved:
safve(f(x)=0)=-1
Dvs. sa kan arealet bereanes ved:

0 -
10 digi
‘qM:J 1ﬂx] dr=4Ay =e— 222

Dvs. at arealet af punktmangden M er 4,,= 0, 718281823

A,,=07718281828

c) Rumfanget af omdrejningslegemet heregnes wed:
0 . g

t 10 digit
V=T1:'[ ﬂx]gdr=F=ﬂ[L 222 Sy

Dws. at rumfanget er 7= 1, 876360273

= 1. 876360273




9.131: Planen o har ligningen 2x—y—-2z-6=0.
Linjen I gar gennem O(0,0,0) og P(7,3,-2).

a)

b)

For at finde den spidse vinkel mellem planen og linjen skal man farst bestemme vinklen mellem
en normalvektor for planen og en retningsvektor for linjen.

2
En normalvektor for planen aflaeses ud fra dens ligning til: E = -1
-2
7
En retningsvektor for linjen bestemmes ud fra de oplyste punkter: r=0P=| 3
-2

Vinklen mellem disse to vektorer bestemmes ved:

0ot chosl( 2.7+(-1)-3-2-(-2) jzcosl( 15 ]:50’5799680
. r‘ V22 112 422 72432 122 3.4/62

na
Dette er vinklen mellem den valgte normalvektor og retningsvektor, sa den spidse vinkel mellem
planen og linjen er:
v =90°-w =90°-50,579968° = 39, 420032°
For at bestemme en ligning for en kugle, skal man kende centrums koordinater og cirklens radius.
Kuglen har centrum i P, sa man mangler kun at finde dens radius.
Da kuglen skal tangeres af o, svarer radius til afstanden mellem punktet P og planen a:

a-x +b-y +coz +d| [2:7-3-2-(-2)-6 |9
va’ +b* +¢’ \/22 +(-1)" +(-2) J9

Hermed bliver cirklens ligning:

(x=7)" +(y=3)" +(2+2)" =9

CoOSwW =

r = dist(P, @) =

w|©o

Projektionen af P pa planen er skaringen mellem planen og den linje, der gar gennem P og star
vinkelret pa planen.

Som retningsvektor for den pageeldende linje skal man derfor benytte en normalvektor for planen
(der kendes fra spargsmal a)). En parameterfremstilling for linjen er dermed:

X 7 2
y|=| 3 [+t -1
Z -2 -2

Koordinaterne fra parameterfremstillingen indszttes nu i planens ligning for at finde skaringen
mellem linjen og planen:

2:(7+2t)-(3-1)-2:(-2-2t)-6=0 < 9t+9=0 < t=-1
Denne verdi indsettes i linjens parameterfremstilling:

X 7 2 5

y [=| 3 |-1:|-1|=| 4. Dvs. projektionen er Q(5,4,0)

z -2 -2 0




9.132: Z—Yz0,000l%-V ~(139,6—V) : V er vaegten af en gris malt i kg og t er tiden i daggn efter grisen

begynder at indtage fast fade.
Da grisen vejer 7,3kg, nar den begynder at indtage fast fade, har man punktet (0;7,3).

a) Differentialligningen beskriver logistisk veekst, og den fuldstendige lasning er:

139,6 139,6
V()= 14 C.g O00ISBIR0GET 1~ o-0.02694281
Punktet benyttes til at bestemme veerdien af c:
7,3= 13_%’0?69428_0 & 1,3= 139,6 < l+c= 139.6 & C= 139.6 —1=18,1233

l+c-e™ 1+c-1 7,3 ,
Dvs. forskriften for V er:
1

V(t)= 39,6 t>0

1+18.1233.p 002694281 :

b) Da det er logistisk veekst vides det, at vaeksthastigheden er starst, nar funktionsvaerdien er
halvdelen af maksimum, der er tallet i teelleren, dvs. grisens vegt er i denne situation:

v 139,26kg 69,8k

9.133:

I:y="28 Tl =x'+bx fc ; P(l,f(l))

a) Da det er oplyst, at linjen / er tangent til grafen for /1 punktet P, og da den har hzldningen -2, sa
gelder f'(1)=-2, da differentialkvotienten et sted netop svarer til tangenthaldningen.

Desuden ved man, at linjen / rerer grafen for f1 punktet P, sa f{1) kan bestemmes ved at indsaette 1
linjens ligning:
S()=-2-1+1=-2+1=-1

Nu kan tallene 4 og ¢ bestemmes ved at indsatte 1 funktionen og den afledede funktion:
F'(x)=2x+b

f"'(1)= —2indswttes i ovenstaende:

—2/=2-190 =) — 2= —4

f(x)=x2 ~dx+c

/(1) = -1 indsattes:

—1=1°-4-1+c & c =gl IEEt =0




9.134:
a) Der regnes 1 dm. Tragten bestar af en kegle og en ¢ylinder. Sa rumfanget af tragten er:

2
V' =Viegee +Voar :g'ﬂ"rz Drts A =2 gy sy’

Da rumfanget er 40, har man:

2
40—=-m-r°
) 2 40 2
N==g-r’+sxre N-=Zr=srr'o 323—2@ §= . =
3 3 T-r r-r- 3

Tragtens overflade bestar ogséa af en kegles og en cylinders overflade:
O=00 O ey =71 r +(2r)2 +5:2mr=mer\Sr +5.2-7mr= ﬂ"?"'(\/g'r—i- 23)
Og da man kender sammenhangen mellem s og r, har man:

O(r)z,’fr-r-[\/g-r—i-}[iz—%-rn N & +@—§ Tort=or- [ﬁ—%]-rz—i—@

¥

b) For at bestemme den vard af », der giver tragten den mindst mulige overflade, nar » ligger
mellem 0 og 4, findes det eller de steder, hvor den afledede giver 0, hvorefter fortegnet for den anden

afledede de pagzldende steder bruges til at afgore, om der er tale om maksimum, minimum eller
vandret vendetangent.

local O

Ofr) = m- [ 5 | r‘2+

Feahve(O'(r)=0) = 4161[!'381‘?

O"(2.416109815)=2m \ 5 — — | + 11 344[!'3'311&*17[!10

LY

Da den anden afledede er postiv, er dE:r tale om et minirnumssted, dvs. at
tragtens overflade bliver mindst mulig, nar » = 2, 42 dm
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- 2 - 4
9.135: a= b=
2t—3 7t-5

Det bemeerkes, at begge vektorer uanset t-veerdien er egentlige vektorer. Dermed har man:

- - 4
allb < det(a,b)zo = %_3 Tt 5‘:O

2(7t-5)-(2t-3)-4=0 < 14t-10-8t+12=0 < 6t+2=0 < t=-1

9.136: y=Xx>-6x+19

Hvis man kan huske udtrykket for parablens toppunkt, kan man bruge dette:

r(28)or] LD (o -4-119) (29

2a’' 4a ’ 274

=T(3,10
21 4.1 ( )

Hvis man ikke kan huske udtrykket, kan man udnytte, at tangenthaldningen i toppunktet er O:
y'=2x-6

0=2Xx-6 & 2x=6 < x=3

Dette indsettes i parablens ligning for at finde toppunktets y-veerdi:
ytoppunkt = 32 -6-3+19=9-18+19=10

9137: R=4P |
7-d
d isoleres i udtrykket ved fglgende omskrivninger:
R=2P o et gy AP
7-d 7R 7R

Det ligner et fysisk udtryk, hvor d ikke kan vere negativ, men da der ikke er oplyst noget om dette,
skal man huske plus-minus ved den sidste biimplikation.

9.138: joz(3x2 ~10x)dx = x° —5xz]z =2°-5.2"~(0°~5-0") =8-20= =12

9.139: f(x)=x-In(x) y'=X+l
X
Det vises, at f er en lgsning til differentialligningen ved at indsztte i denne og vise, at man far en

identitet (et udsagn der er sandt for alle x-vaerdier). Ved differentiationen af f benyttes produktreglen:

LIn(x) + x. = = X1 g
X

In(x)+1=In(x)+1

Da udtrykket er en identitet, er f en lgsning til differentialligningen.

9.140: Kuglens ligning. K: (x-1)"+(y-3)°+(z+2)" =36
Planens ligning. «: 2x—y+2z-13=0

Det undersgges, om planen tangerer kuglen ved at undersgge, om afstanden fra kuglens centrum til
planen netop svarer til kuglens radius.

Kuglens centrum aflaeses ud fra ligningen til C(1,3,-2), og radius aflaeses til r = 6.
Afstanden fra kuglens centrum til planen bestemmes:

dist(C. ) [21-3+2-(-2)-13 _|-18) 18 _ 5

Da afstanden fra centrum til

lanen netop svarer til radius, er o tangentplan til kuglen
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9.141: Der anvendes Maple til lgsningen:
Itrekant ABC era == 71h = 850gc = 59

a="7.1 B
a) Da man kender alle tre sider, kan vinklerne bestemumes med cositusrelationerne:
with (G )
2 2 20
. 4ot —a
S A =imvCos [ TJ
Z(4)=55061120824
2,02 a2
/_BZ:-,‘?vaas[ u |
2ar J
Z(B)=81.0%421033

Dvs. at £A=5561" og £E=31,0%"

by [ trekant ABD kender man vinkel B, og da AD er en vinkelhalveningslime, er £ BAD det halve af £ BAC,
La man kender siden ¢ |, kan man anvende smmsrelationerne, hws man ferst finder # ADE;

2 ADB = 180 — % — 2 (B)

T1.10018557F
54 har man;
F:7=] . P

Sin(2B)  Sin(2ADB)

o
Sm(24pp) n(4E)

g.161034440
Drws. at lengden af winkelhalvenngslingen v er |A0D|= 6, 16103

9.142: f(3)=864 f(6)=1493 f er eksponentielt voksende

a) Da funktionen er eksponentielt voksende, er den pa formen: f (x) =hb-a"
Punkternes koordinater indsattes i forskriften:

864=D-a’ .a

B8 b 9 es o a= M9 1 20000214334
1493=b-a 864 b-a 864 864
a-veerdien indsattes i den gverste ligning for at finde b:

864
1,20000214334°

864 =b-1,20000214334° < b=

=499,997320831

Dvs. at forskriften er:
f (x) =500-1,2*

b) Fordoblingskonstanten kan s& beregnes ved:

Iz _ In2 ~3,80174677302
Ina In(1,20000214334)




X 0 -3 X 9 3
9.143: I:| y (=1 |+t 1 m:|y|=|1|+s-| 2| Deto linjer skeerer i punktet P.
z 6 z 7 5

a) De spidse vinkel mellem de to linjer er den spidse vinkel mellem deres retningsvektorer:

-3\ (3
112
cosy - r-r, 2 )5 942410 3
BN E T e T e
V=cost| —— | =82.5265651517°
(m.mj

b) Koordinatseattet til P bestemmes ved at satte koordinaterne for de to linjer lig hinanden:
-3t=9+3s

1+t=1+2s

6+2t=7+5s
Dette ligningssystem kan enten loses pa TI n’spire ved:

| solve(-S- t=9+3'sand 1+t=1+2' s and 6+2' t=7+5" 5,5," s=-1and t=-2 !2”|
Eller man kan isolere t i den anden ligning og indseette den i den forste:
-3:(25)=943s < -95=9 < s=-1

Da det er oplyst, at der ER et skaeringspunkt mellem de to linjer, har man ikke brug for ogsa at finde
t-vaerdien, men kan blot indsatte i den anden linjes parameterfremstilling for at finde P:

X 9 3 6
m:|y|=|1|-1|2|=|-1| Dvs.at P(6,-12)
Z 7 5 2

c¢) En normalvektor for den plan, som de to linjer udspaender, bestemmes ved at tage krydsproduktet
af de to linjers retningsvektorer:

-3) (3) ( 15-2-2 1
n=| 1 |x|2|=|2-3-(-3)-5|=| 21
2)5) ( -32-13 ) |-9

Man kan enten tage punktet P eller et punkt fra en af de to linjer, nar man skal bruge et punkt i
planen for at bestemme en ligning. Her benyttes punktet (0,1,6) fra den farste linje:

1(x-0)+21-(y-1)-9-(z2-6)=0 < x+21y-21-9z+54=0 < x+21y-9z+33=0

9.144: Der anvendes Maple:

a) En rlig vaelstrate pd 24,6%% svarer til en fremslrmeningsfalstor pd @ = 1, 246. Da det antages at v&re en fast rentefod,
kan man anvende kapitalfremskrvnmgsformlen:

E =K -(1+r)=£4d"
Da der er 7 &r mellem 2000 og 2007 f&r man:
Ky=104-1.246’
K, = 4848083193

Drvs. at den udvundne vindenergi 1 & 2007 wil ifedge antagelsen vare 48, 5 GW

b Dra det 1igen antages at vere en konstant vekstrate, kan man igen anvende kapitalfremskrmngsformlen,
Det er vekstrater, der er ukendt, mens man kender slutverdien, s3 man kan anvende 'solve":
salve(94.1=104-(1 + #)7)
03697502425, —0.1459550880 + 1070937318 1, — 1304804772 + 1333436992 1, —2.234129354 + 0.5043253734 [, —2.234129354 —
Maple giver 7 resultater, men kun det farste er et reelt tal (de andre er komplelse lasninger), 4 den irlige velstrate er
=36, 98 %



9.145: f(x)=x*-3x*-4 P(2f (2))
a) For at kunne bestemme en ligning for en tangent til en graf i et punkt, skal man kende punktets
koordinater og tangentens haldning.
Farst bestemmes raringspunktets y-koordinat: f (2)=2%-3-2-4=16-12-4=0
Tangentens haldning svarer til differentialkvotienten i 2:
f'(x)=4-x°-3-2x=4x*—6x

f'(2)=4-23—6-2=4'8—12=32—12=20
Dvs. tangentens ligning er: y—0:20-(x—2)<:> y=20x-40

b) For at kunne bestemme monotoniforholdene for f, skal man ferst bestemme de steder, hvor den
afledede funktion giver 0, og derefter undersgges den anden afledede funktions fortegn for at tjekke,
om det er maksimum, minimum eller vandret vendetangent.

Dette gares pa n'spire ved farst at definere funktionen, finde nulpunkter for den afledede funktion og
udregne veerdier for den anden afledede funktion disse steder:

ffx]::xé—S-xg—z} Udfart
fI(x]::diux)) Udfert
2 Udfoart
A=)
dx
SOIVEU‘][IJ:OJI) x=£ o rc o x=£
2 2
1L
2
f20) -
ﬁ(%) 12,

—6 6

Da den anden afledede er positiv i > 0g ER er der lokalt minimum disse steder, og i O er der

lokalt maksimum.
Dermed er f aftagende i intervallerne }_ ﬁ} og {0;£}

wl

Og f er voksende i intervallerne {_Jéo} Og{\/g {
5

9.146:

Pa skole 1 er drengene markant tungere end pa skole 2. Medianen for skole 1 er 71 kg, mens den ovre
kvartil for skole 2 er 70 kg. Dvs. at 50% af drengene fra skole 1 vejer mere end alle de 75% letteste
af drengene fra skole 2. Desuden falder den nedre kvartil fra skole 1 sammen med medianen fra skole
2, dvs. at 75% af eleverne fra skole 1 vejer mere end eller lige s meget som alle de 50% letteste af
drengene fra skole 2. Eleverne pa skole 2 har en mere ekstrem fordeling af vaegtene, da afstanden ud
til storste- og mundsteveerdierne er laengere end boksens bredde, og pa skole 2 findes ogsa den
tungeste elev.



9.147: Cirkel: X°+2X+Yy> -6y =15  Linje: x—2y+2=0
a) For at bestemme koordinatseettene til skaeringspunkterne mellem linjen og cirklen, kan man f.eks.
pa TI-n'spire indtaste:

solve(x” +2x +y> -6y =15and x—2y+2=0,X,Y), der giver: x=—4and y=—-1or x=4and y =3
Dvs. skeeringspunkterne er (—4,—-1)og (4,3)

Dette kunne ogsa veere fundet ved beregning, hvor x-koordinaten isoleres i linjens ligning, sa den
udtrykkes ved y-koordinaten, hvorefter den indsattes i cirklens ligning:
X=2y—-2

Indsat:

(2y—2)" +2(2y-2)+y*—6y=15 < 4y*+4-8y+dy—4+y’—6y=15 <
5y’ -10y-15=0 < y’-2y-3=0 < (y-3):(y+1)=0 < y=3v y=-1
y-veerdierne indseettes i linjens ligning:

y=-1:x=2-(-1)-2=-2-2=-4 dvs. (-4,-1)

y=3:x=2-3-2=4 dvs.(4,3)

b) Q(—4, —1) , da farstekoordinaten -4 er mindre end 4, der er farstekoordinat i det andet punkt.

For at kunne bestemme en ligning for tangenten, skal man kende en normalvektor og et punkt. Punktet
er Q, sa man mangler kun normalvektoren.

Som normalvektor kan man bruge vektoren fra Q til cirklens centrum, og dermed skal cirklens centrum
bestemmes, hvilket gares ved omskrivning af cirklens ligning:

X2 +2x+y?—6y =15 < (x+1)"+(y-3)" =15+12+(-3)" =25
S& centrum aflaeses til: C (—1,3)
En normalvektor er dermed:

ey

Med denne normalvektor og punktet Q fas hermed tangentens ligning:
3-(x—(-4))+4-(y-(-1))=0 & 3x+4y+16=0

Hvis man vil tjekke, at dette er den sggte tangent (dvs. at man ikke har lavet regnefejl), kan man pa T1
n'spire indtaste:
solve(3x+4y+16 =0and x* +2x+y’ —6y =15,x,y), der giver x=—4and y = -1, dvs punktet Q.



9.148.
f(x)=x'-kx ; g(x)=k-x ; k>0

a) Forst findes skaeringspunkterne mellem de to grafer:
fx)=g(x)= X -kx=kxo X-Ux=0= x-(x-2%)=0= x=0vx=2k
Da £ er positiv, vil stedet x = 2k ligge til hojre for x = 0.

Da grafen for fer et polynomium, hvor grenene vender opad, og grafen for g er en ret linje, vil grafen
for g ligge over f1 omradet mellem de to skeeringspunkter.
Dette kan man ogsa se ved at indsatte x = &, der ligger 1 omradet:

flk)=k'—k-k=K'-k*=0
g(,fc):,fc-k:k2 =0
Nar arealet af omradet mellem graferne skal vare 36, har man:

36= | (g(x)-7(x))dr & 36=[ (k- (x' k) )dv & 36= (- + 2 &

Hermed ses det, at grafen for g ligger over grafen for /1 dette omrade.

36:[—%x3+kx2}:k & 36:[—%-(2&:)3+k-(2k)2)—(0+0) &

108 _

36:—§-k3+4-k3 = 36:§-k3 s o iy i

Dette kunne ogsa have varet beregnet ved:

Flx) =2 —kx:
z(x) =k x:
/ 2k \
Frolve| 36 = | (g(x) — F(x))dx k| =3
,I:I J
9.149:

a) Drivhusets rumfang kan beregnes som trekantens arecal multipliceret med sideleengden, og da
rumfanget er 40 (malti m’), far man:

1 5

V:Tmm.55:5.;1.5.55:5.;@.52

D=2\ 08 78 40'3 PN h:@
2 5.b b

Med "glasoverfladen” menes nok "arealet af glasoverfladen”, og den beregnes ved:

A:Amﬁz‘angel—'_z'zmkam: h2+b2 Sb+2'%k'b

2
A(b)= GT?] + b -Sb+;)+?-b: ,,62$+ 25.5* +lb—6

Det er undervejs benyttet, at trekanten er retvinklet, sa leengden af hypotenusen kan bestemmes ved

Pythagoras.




9.150: g'(t)=675000-t-e*" ; 0<t<4 ; g(0)=0

g(t) angiver mangden af optaget glukose malt i mg.
t er tiden efter indtagelsen malt i timer.

Den mangde glukose, der er absorberet 4 timer efter indtagelsen, svarer til g(4).

Det er en differentialligning pa den simplest mulige form, hvor den afledede af en funktion, men ikke
funktionen selv indgar. Derfor kan funktionen bestemmes ved integration (pa TI n’spire):

A

[':675000- te ’ dt

.

2. paq). a3t
R -75000- (3 t+1)- e

Og nar man husker konstanten har man altsa:

g(t) = [ 9'(t)dt =—75000- (3t +1)-e™*" +k

Da g(0) = 0 har man:

0=-75000-(3-0+1)-e°+k < k=75000

Og saer:
g(4) =-75000-(3-4+1)-e"** + 75000 = 74994
Dvs. at 4 timer efter indtagelsen er der ifglge modellen optaget 74994mg glukose.

Dette kunne ogsa veere beregnet ved hjelp af det bestemte integral, da man har:
4
94 -9(0)=[g®)]; = |, o't

4 . 4 . 4 .
g(4) =, 9'(hdt+g(0) = | g'(tdt+0=[ g'(t)dt
Dvs. man kunne pd T1 n’spire have indtastet:

]4 74994.009393 1

(675000~ re” t)dt
0



9.151:Z—M=0,000369-M-(15,50—M) ; 0<x<1000
X

Dette er en differentialligning for logistisk veekst, og den fuldsteendige lgsning er dermed:

M (x) = 15,50 B 15,50
(X) - 1+cC- e—0,000369~15,50-x - 1+c- e—0,0057l95<x
Losningskurven skal g gennem (400;13,1), og pé TI n’spire kan konstanten sd bestemmes:
) i
f 15.5
solve|13 1= c

‘. 1+c- e 0-0057195- 400

¢c=1.80517

Dvs. at den sggte lgsning er:
15,50

M (x) = 14180517 .¢ 00 ; 0<x<1000
b) Fortjenesten F(x) er givet ved:
F(x)=M(x)-700-1,97-x

F(x) 10850 _197.x

" 1+1,80517 - 00057
Denne graf tegnes pa TI n’spire med x-verdierne i intervallet [0,1000] og y-verdierne mellem 0 og

12000:
12000 ¥
(695,9.13e+3)
10850
f1(x)= -1.97 x
1+41.81- ¢ 0-006 x

X
0 1000

>

Den storste fortjeneste er fundet ved at benytte ”Undersag grafer”’=>”’Maksimum” og veelge greenserne
pa hver side af det omrade, hvor maksimum ses at ligge.

Dvs. fortjenesten er stgrst for x = 695kg



December 2010: Delprgven UDEN hjzelpemidler
9.152:Udtrykket reduceres ved farst at anvende farste kvadratsatning pa farste led og gange ind i parentesen
i andet led:

(a+3b)* +b(a—9b)—7ab=a”+9b* + 6ab+ab—9b* —7ab =2’

9.153: 2x*-5x—-3=0
Andengradsligningen lgses ved diskriminantmetoden:
d =b*-4ac= (—5)2 —4.2-(-3)=25+24=49>0 dvs. 2 lgsninger:

3
b+ —(-5)+v49 5+
X= b_\/a: ( ) :5_7= 1 eIIerx=—1vx=3
2-a 2-2 4 _5 2

9.154: [ (8 +e")dlx
Dette bestemte integral beregnes ved fgrst at integrere ledvist og efterfalgende indsatte greenserne:
II(SXS +e")dx :[Zx“ +eX]1 :(2-1“ +e1)—(2-04 +e°): 2+e-1=1+e
0 0 —_—

9.155: P(2,1) Q(6,27) f(x)=h-x*
For at finde konstanterne a og b i funktionsforskriften indsattes punkternes koordinater i denne, sa
man far to ligninger med to ubekendte:

27:b-6a} 27 b-6°
27

27:(2) < 271=3 < a=3

1=h.2° 1 b-2°
Denne verdi indszttes i den nederste ligning for at finde b-veerdien:
1-b-2° < b=1
=8

9.156: Da de to trekanter er ensvinklede, er forholdet mellem korresponderende sider ens. Man har derfor:

M: 8] < |AC|= |AB] -|A_LC|:§-4:E:§
|A1C| |AiBl| |AiBl| 2 2 =
9.157: f(x)=x-In(x)—x+1 dy _y+x-1
dx X

Det undersgges om f er en lgsning til differentialligningen ved at indsatte i differentialligningen og se,
om man far en identitet (et udsagn sandt for alle x-veerdier). For at kunne gare dette, skal funktionen
dog farst differentieres (der differentieres ledvist og til ferste led benyttes produktreglen):

f'(x) =1-In(x) + xé—1+0 =In(x)

Indseettelse i differentialligningen:
(x-In(x)—x+1)+x-1

In(x) = ”
In(x) = X-In(x)

X
In(x) = In(x)

De to sterrelser pa hver sin side af lighedstegnet er ens, dvs. ligningen er en identitet, og dermed er f
en lgsning til differentialligningen.
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- (1 . (=2
9.158: a:[ ] 0g b:( J
3 1

For at bestemme vinkel og projektion skal man anvende prikprodukt og lengderne af vektorerne, sa
de udregnes farst:

5-5:@(‘?=1-(—2)+3-1=—2+3=1
3 1

‘5‘=\/af+a22 =JI’+3 =10

‘5‘ =b7 +b2 =«/(—2)2 +12 =45

a) Vinklen mellem de to vektorer bestemmes:
a-b

a
a-b 1 1
V=C0s"'| —— |= cos‘{ j =cos ™ (—J =81,869897645844°
[‘aHbJ J10-/5 J50

cos(v)=

-2
5
1
L5



9.159: Planen a indeholder punkterne A(6,0,0) B(0,2,0) C(0,0,3)

a) For at kunne bestemme en ligning for planen, skal man kende et punkt og en normalvektor. Som
punkt kan man anvende et hvilket som helst af de 3 opgivne punkter, s3 man mangler kun en
normalvektor.

For at bestemme en normalvektor finder man farst to ikke-parallelle vektorer, der udspaender planen,
og finder deres krydsprodukt:

0-6) (-6 0-6) (-6
E:z—ozz A_Cf:OO:0
0-0 3-0
23 oo
ABxAC =|0-(-6 {]
—602

Som normalvektor vaelges nu er vektor, der har samme retning som krydsproduktet, men som kun er
en sjettedel sa lang:

6) (1

n, =={18|=|3
6

12) (2

Punktet A benyttes, og planens ligning bliver sa:
1-(x-6)+3:(y-0)+2:(z2-0)=0 < x+3y+2z-6=0

b) Trekant ABC har et areal, der er halvt sa stort, som det parallelogram, der udspandes af vektorerne
AB og AC, sa det kan bestemmes ud fra leengden af krydsproduktet fra spgrgsmal a):

6
T s =%-\EXAT:\ =%- 18 =%-\/62 +18% +122 =%-\/504 =11,2249721603
12

c) Planen o er tangentplan til kuglen, hvis afstanden fra planen til kuglens centrum netop er lig kuglens
radius. Derfor bestemmes afstanden fra planen til kuglens centrum D(0,10,5) :

043-10+2.5-6] |34
24242 (14

Dvs. planen o er IKKE tangentplan til kuglen.

dist(D, ) = ~9,086882 #11=r



9.160: | AABCer ZA=54°;|AC|=10,2 ; |BC|=9,1 /B<90°

a) I AABC kender man vinkel A og leengden af dens modstaende side BC, sa sinusrelationerne kan
anvendes til at bestemme vinkel B:

sinB _Sin A o sinB— sin A~|AC|

|AC|  |BC]| |BC|

Da B er spids gelder:

B=sin| A ac||=sint[ 214 10 2 | - 65,068208685°
BC] 0.1

b) Vinkelsummen i trekant ABC er 180°, sa vinkel C kan bestemmes:
C =180°- A— B =180°-54°-65,068208685° = 60,931791315°

Sa kan leengden af AD bestemmes ved en cosinusrelation:
|AD|" =|AC|" +|CD|" —2:|AC|-|CD|-cosC

|AD| = \/10, 2°+6,0°-2-10,2-6,0-c0s(60,931791315°) =8,97618521711

Kvartiler=[3, 5., 6. |
with(Gym )
Man kender hyppighederne, 53 der laves en tabel:
1 2
2 3
3 4
44 }7 |
klassetrin = > ‘
6 6
70
g 2
9 1
10 2
boksplot(klassetrin) ‘ 0 2 4 6 8 10

Dvs. at kvartilsaettet er (3.5.6



9.162: Opgaven lgses i Maple:
a) [Det er oplyst, at man skal finde en linexr model, 0g da man har mere end to milinger, skal der anvendes regression.
Derfor hentes paldeen Gym:
with(Gym )
Det &rlige udslip af ¢, méles { millioner ton, og &rene angives i antal & EFTER 1990, Derfor gemmes listerne:
dr = [0, 5, 10, 14, 15, 16, 17]
C02 = [11073, 11575, 12492, 12887, 12922, 12865, 13000]
Der laves line®r regression med:
LinReg(ar, C02)

Linest tegression
v=112.56 x + 11098
Forldatingsgrad F2 = 0 970020634257160

13000

12800

12600

12400

12200

12000

11200

11600

11400

11200

Regressionen giver forskriften (%) = 118, 56 x 4+ 11098

b) Da udslippet i Kina er vokset med en fast procentdel om &ret, er der tale om eksponentiel vakst.
Det er oplyst, at begyndelsesvaerdien er 2244 (da man méler i millioner tons), og da vekstraten er 6,0%, er fremskrivningsfaltoren @ = 1, 06.

Dermed er en forsknft for g
glx) =2244-1, 06"

Da antallet af &r méles med start 1 1990, svarer 2030 til x = 40. Forskriften giver s

g(40) = 2244 -1 ng™
g(40) = 2308115106

Drvs. at ifelge modellen wil det &rlige 0y -udslp fra Kina 12030 vere 23081 mio. tans.

c) Ferst defineres de to funltioner:
Flx) = LinReg(dr, ©02, x)
glx) = 2244-1.06"
34 kan det afgeres, vorndr udslippet fra Kina overstiger udslippet fra OECD-landede ved:
sobve({glx) = flz), x> 0})
(3255529291 < x)

Dws. at Kinas udledning overstiger OECD-landenes 1 &- 2023

9.163: N(t) = 1 4200 N(t) angiver antal individer i en population til tiden t malt i degn.
_l_

10"
Forst defineres funktionen:
4200

1+ 10-¢ %V

Sa kan Maple bestemme differentialkvotienten 1 20:

N'(20) =102.6328141
Dvs. at N’(20) = 102,633, og dermed vokser populationen efter 20 doen med 103 individer pr. degn.

N(t) = p

N’(20) bestemmes pa TI n’spire ved:
dl 4200 | 102.633

> —— |g=20
N 1410 e 0.1¢,

Dvs. at N’(20) = 102,633, og dermed vokser populationen efter 20 degn med 103 individer pr. deen.




9.164: f(x)=x"—6x+9

a) Arealet af M beregnes som det bestemte integral med nedre greense 0 og @vre grense 3, da det er
angivet, at grafen ragrer forsteaksen dette sted:

3

Au :Jos f (X)dxzf(xz‘6X+9)dX=E'X3—3X2+9X} =(%-33—3-32+9-3j—0=9—27+27=g

0

b) P(O, f (O)) For at bestemme tangentens ligning, skal man kende heldningen og rgringspunktet:

Heldningen bestemmes:

f'(x)=2x-6

a=f'(0)=2.0-6=-6
Reringspunktets andenkoordinat bestemmes: f (0)=0?-6-0+9=9

S er tangentens ligning: Y —9=-6-(x-0) & y=-6x+9

¢) Punktmangden M deles i en trekant ABC og en anden figur:

\

\
B\

A

For at kunne bestemme

Herery=0,54 0=-6x+9 < 6x=9 < x=

. 1
Arealet af trekant ABC er sa: Tg = E-h g=

Arealet af det andet omrade er sa: A=A, —Tpgc =9—

C

arealet af trekant ABC, skal man kende skeeringen med x-aksen (C).

N~ N|w
N
\l

9.3
2

N

36 27 9

4 4 4

|



9.165: % =k -(100— L) ; k er en konstant. L er leengden af kulleren malt i cm. t er kullerens alder i ar.

Lesningskurven skal ifalge opgaveteksten ga gennem punkterne (0;0,4) og (1;11).
1. metode: Den fuldsteendige lgsning bestemmes pa TI n’spire ved indtastningen:
1
' L. - .
FeSolve(! =k (100-060) ;e e 4100

Dvs. den fuldsteendige lgsning er:
L(t)=c-e™ +100

2. metode: Konstanten ganges ind i parentesen, sd differentialligningen kommer pa formen

&y =b—a-y, hvor den fuldsteendige lgsning er y = 9+c-e‘f"'X :
a

% =k-(100—L)=100-k —k-L Dvs. at konstanten 100k svarer til b og konstanten k svarer til a.
Den fuldsteendige lgsning er sa:
L(t) = 100-k +c-e ¥ =100+c-e ™

a) De to punkter anvendes nu til at bestemme veerdierne for konstanterne.
Farst startpunktet:
0,4=100+c-e™*® < 0,4-100=c-1 < c=-99,6
Sa det andet punkt:

11-100 e

-99,6

Dvs. at funktionsudtrykket bliver:

L('[) ~100-99,6- @ 011252581

11=100-99,6-e**

k=—In 89 =0,1125258
99,6) —

Konstanterne kunne ogsé vare bestemt pa TI n’spire ved:

-k 0

¢=-99.6 and k=0.112525794858 ﬁ‘

solve(0.4=100+c- e and 11=100+c¢: e-k' l,c,k)

b) Aldrene for kullerne med leengderne 40cm og 60cm bestemmes pa TI n’spire ved:

A

solve(40=100-99, 6. ¢ 0- 112525794858 ¢ | 1=4.50401264002 H

solve60=100-99.6- ¢ 0112525794858 ‘,z) 1=8.10732074035

Dvs. der fanges normalt kullere mellem 4,5 og 8,1 ar i Nordsgen.



9.166: f(x)=x*-4x+8 g(x)=3x-e”
a) Graferne indtegnes pa n'spire, sa man kan se, hvordan de ligger i forhold til hinanden:

20717
| / fllx)=x“-4 x+
\\. // v
‘y\ /
\ f(X l-—\-\'i .\,_\_7___7//"'
7 (¥ —-g(x) !
9(x)7 == x
-2 0.5X LT
2 -10

Som illustreret pa grafen kan den lodrette afstand mellem graferne beregnes ved at traekke g's
funktionsveerdi fra f's. Differensfunktionen betegnes h:

ffx):=x2—4-x+8 Udfert |

glx)i=3-xe™ Udfert

h[x):zﬂx)—g(x] Udfort

SOlVE(ith(‘(JJ=O r) x=1.80156413292
x 1

d* 2.0982498885

—Q(h(xm.r:l.8015641329216

dx

Man finder det sted, hvor den afledede af h er nul, og dette sted undersgges fortegnet for den anden
afledede. Da den anden afledede er positiv, er det et minimumssted.
Dvs. den lodrette afstand mellem graferne er mindst, nar x =1,801564

9.167: Kassens hgjde kaldes h, og da bund og lag er kvadratisk, kaldes l&engde og bredde x.
Alle lengder males i meter.

Da rumfanget er 1m® har man: x-x-h=1< h= iz

X
Kassens overfladeareal er: A=4-A; + A4 + Ay
Da materialeprisen for laget er 10 kr./m? og for sider og bund 8 kr./m?, f&r man materialeprisen:

P(X)=8-4- Ay, +8- Ay +10- Ay =32-h-x+8-x-x+10-x-x=32-i2-x+18x2 =32 1802
X —

X
=]
f(X)i=(8—£ : Jc2+E Udfort
3 b
=0.895921663788
solve i(}‘(x))=0,x X
dx
e 41.7168146928
“—(Ax))x=0.89592166378836
dx?

Da den anden afledede er positiv det sted, hvor den fgrste afledede har nulpunkt, er det et
minimumessted.



