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1.D1 

1.D1.1: 
4

2
1

x
x

+ =
−

 

Da man ikke kan dividere med 0, er  \ 1G = . 

( ) ( ) 2 24
2 2 1 4 2 2 4 6 0

1
x x x x x x x x

x
+ =  +  − =  + − − =  + − =

−
 

Denne andengradsligning kan løses med diskriminantmetoden, men man kan også (som vist her) 

faktorisere og anvende nulreglen: 

( ) ( )2 6 0 3 2 0 3 2x x x x x x+ − =  +  − =  = −  =  

Begge løsninger tilhører grundmængden og er derfor gyldige. 
 

1.D1.2: 
2

1
3 4

x

x
=

+
 

Da man ikke kan dividere med 0, er 
4

\
3

G
 

= − 
 

 

( )
2

2 2 21 1 3 4 3 4 0 3 4
3 4

x
x x x x x x

x
=   + =  + =  = − −

+
 

Denne andengradsligning kan løses med diskriminantmetoden, men man kan også (som vist her) 

faktorisere og anvende nulreglen: 

( ) ( )20 3 4 0 4 1 4 1x x x x x x= − −  = −  +  =  = −  

Begge løsninger tilhører grundmængden og er derfor gyldige. 

 
 

1.D1.3: 
2

2
;

6 3 0

y x
G

x y x

= +
=

 − + =
 

Ligningssystemet løses ved substitutionsmetoden, hvor man udnytter, at den øverste ligning giver et 

udtryk for y, der kan indsættes på y’s plads i den nederste ligning: 

( ) 2 22 6 3 0 2 6 3 0 4 3 0x x x x x x x x + − + =  + − + =  − + =  

Denne andengradsligning kan løses med diskriminantmetoden, men man kan også (som vist her) 

faktorisere og anvende nulreglen: 

( ) ( )2 4 3 0 3 1 0 3 1x x x x x x− + =  −  − =  =  =  

For hver af disse løsninger anvendes den øverste ligning til at bestemme den tilsvarende y-værdi: 

1: 1 2 3

3 : 3 2 5

x y

x y

= = + =

= = + =
 

Dvs. ligningssystemets løsninger er ( ) ( )1,3 og 3,5  

 

1.D1.4: 
2

2 3 4 1
;

3 2

x y x
G

y x y

+ = −
=

− + =
 

Først omskrives ligningerne, så de bliver simplere: 

2 3 4 1 3 4 2 1

3 2 3 2

3 1

3

2

3

x y x y x x

y x y x y y x

y x

y x y

= −+ = −  = − − 

− + =  = + =  =
 

Den nederste ligning fortæller os, at x- og y-værdien skal være ens, hvilket kan udnyttes i den 

ovenstående ligning: 
3 2 1 3 2 1 1x x x x x= −  − = −  = −  

Dvs. ( ) ( ), 1, 1x y = − −  

  



 

1.D1.5: a) Andengradsligningen kan løses med diskriminantmetoden eller som her ved faktorisering og 

anvendelse af nulreglen: 

( ) ( )2: 6 0 3 2 0 3 2G x x x x x x= − − =  −  + =  =  = −  

 

b) 
2 6

2

x x

x

− −

+
 

Det bemærkes, at udtrykket i tælleren svarer til udtrykket i andengradsligningen i opgave a), så 

hvis man har anvendt faktoriseringsmetoden i a), har man allerede faktoriseringen. Hvis man har 

anvendt diskriminantmetoden, skal de to løsninger anvendes til at faktorisere udtrykket: 

( ) ( )2 3 26
3

2 2

x xx x
x

x x

−  +− −
= = −

+ +
 

 

1.D1.6: a) Andengradsligningen kan løses med diskriminantmetoden eller som her ved faktorisering og 

anvendelse af nulreglen: 

( ) ( )2: 6 0 3 2 0 3 2G x x x x x x= − − =  −  + =  =  = −  

 

b) ( ) ( )2: 6 4 0G x x x= − −  + =  

Først anvendes nulreglen, og derefter udnyttes resultatet fra spørgsmål a): 

( ) ( )2 26 4 0 6 0 4 0 3 2 4x x x x x x x x x− −  + =  − − =  + =  =  = −  = −  

 

1.D1.7: ( ) ( ) ( ) ( )2 24 5 2 3P x x x x x x= + +  − −  −  

Rødderne er de steder, hvor ( ) 0P x = , så nulreglen giver os: 

( ) ( ) ( )2 2 2 20 4 5 2 3 4 5 0 2 0 3 0x x x x x x x x x x= + +  − −  −  + + =  − − =  − =  

Vi ser på de tre ligninger hver for sig og udregner diskriminanten for den første: 
2 2 24 5 0: 4 4 4 1 5 16 20 4 0x x d b ac+ + = = − = −   = − = −  , dvs. ingen løsninger. 

( ) ( )2 2 0 2 1 0 2 1x x x x x x− − =  −  + =  =  = −  

3 0 3x x− =  =  

Ligningerne gav os tre løsninger, dvs. P har 3 rødder (-1, 2 og 3) 

 

Hvis man udregner diskriminanten for den anden andengradsligning og får, at den er positiv, 

hvorfor der er to løsninger, skal man (hvis man ikke finder disse) også lige tjekke, at tallet 3 ikke er 

en løsning (for ellers er der jo kun to forskellige rødder i alt) – med mindre man tilføjer, at rødder 

kan regnes med multiplicitet. 

 

1.D1.8: ( ) ( ) ( ) ( )2 24 2 3P x x x x x x= +  − −  −  

Rødderne er de steder, hvor ( ) 0P x = , så nulreglen giver os: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

0 4 2 3

4 0 2 0 3 0

4 0 2 1 0 3

0 4 2 1 3

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

= +  − −  − 

+ =  − − =  − = 

 + =  −  + =  = 

=  = −  =  = −  =

 

Dvs. de fem rødder er 4, 1, 0, 2 og  3− −  

  



 

1.D1.9: ( ) ( ) ( )2 22 2P x x x x x k= + +  − +  

Rødderne er de steder, hvor ( ) 0P x = , så nulreglen giver os: 

( ) ( )2 2

2 2

0 2 2

2 2 0 0

x x x x k

x x x x k

= + +  − + 

+ + =  − + =
 

Diskriminanten for den første af de to andengradsligninger bestemmes: 
2 24 2 4 1 2 4 8 4 0d b ac= − = −   = − = −  , dvs. ligningen har ingen løsninger, og dermed bidrager 

denne faktor ikke med nogen rødder. 

P har altså 1 rod, netop når andengradsligningen 2 0x x k− + = har én løsning. Dvs. diskriminanten 

for andengradsligningen skal være 0: 

( )
22 2 1

0 : 0 4 0 1 4 1 0 1 4 0 1 4
4

x x k d b ac k k k k− + = =  − =  − −   =  − =  =  =  

 

 

1.D1.10: 
( )4 2 4 2

2
2 2

p p q p q
p q

p

 + +
= = +  

 

1.D1.11: Første led reduceres med første kvadratsætning, mens man i andet led med fordel kan reducere 

parenteserne, inden man forholder sig til minus-tegnet foran leddet:

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 4 4 2 2

4 4 2 2 3 6 evt. 3 2

x y x y x y x y xy x xy xy y

x y xy x xy xy y xy y y x y

+ − −  + = + + − + − − =

+ + − − + + = + +
 

 

1.D1.12: 
( ) ( )

( )

( ) ( )

2 22

2 5 2 5 5

x xx x x

x x x x x

 ++
= =

+  − +  − −
 

 

1.D1.13: 
( ) ( )

( )

2

2

5 14 5 1

55

x xx x x

x x xx x

−  +− − +
= =

 −−
 

 

1.D1.14: Tælleren genkendes som højresiden i første kvadratsætning, og nævneren er tredje kvadratsætning: 

 
( )

( ) ( )

2
2 2

2 2

24 4 2

2 2 24

x yx x y y x y

x y x y x yx y

++  + +
= =

+  − −−
 

 

  



 

1.D1.15: a) Vinkel C er en ret vinkel (da det er en kvartcirkel). Og da stigen tangerer kvartcirklen (fordi den 

kun rører i ét punkt), er og CDA BDC  som angivet også rette. 

 

Da vinkel C er ret, er vinklerne og ACD BCD  komplementære, dvs. 90ACD BCD = − . 

Da trekant ACD er retvinklet, er og ACD CAD  komplementære, dvs. 90ACD CAD = − . 

Dermed er og BCD CAD  kongruente, dvs. BCD CAD =  . 

 

Trekanterne ACD og BCD er altså begge retvinklede og har yderligere en vinkel tilfælles (og 

dermed også den sidste vinkel tilfælles, da de har samme vinkelsum), og de er dermed 

ensvinklede, hvorfor forholdet mellem korresponderende sider er det samme for alle alle tre 

sidepar. 

 

Siderne ACDAC og BCDBC er korresponderende. 

Siderne ACDAD og BCDCD er korresponderende. 

Siderne ACDCD og BCDBD er korresponderende. 

 

Dermed gælder: 
BD CD

CD AD
= , og altså 

5 2

2

c

c

−
=  

 

b) De mulige værdier for c bestemmes ved at løse ligningen. Man må forvente to løsninger, da 

stigen kan lægges på to måder (lang AC eller lang BC – sidstnævnte vist på figuren): 

( ) 2 25 2
5 2 2 5 4 5 4 0

2

c
c c c c c c

c

−
=  −  =   − =  − + =  

Denne andengradsligning kan løses med diskriminantmetoden eller ved faktorisering og 

anvendelse af nulreglen (vist her): 

( ) ( )2 5 4 0 4 1 0 4 1c c c c c c− + =  −  − =  =  =  

 

 

1.D1.16: Trekanterne BCD og ADP deler punktet D, og vinklerne BCDD og ADPD er topvinkler og dermed 

kongruente. Da begge trekanter desuden er retvinklede, har de altså to – og dermed tre – vinkler 

fælles, dvs. de er ensvinklede, og dermed er forholdene mellem korresponderende sider ens. 

 

BD og AD er korresponderende. 

CD og DP er korresponderende. 

BC og AP er korresponderende. 

 

Dvs. 
AP AD AD

AP BC
BC BD BD

=  =   

 

Ud fra opgaveformuleringen får man:  900mAB = , 400mBC = og 600mAD = . 

Dermed har man også: 900m 600m 300mBD AB AD= − = − =  

Afstanden fra hoveddøren til udsigtstårnet er altså: 

600m
400m 800m

300m
AP =  =  

 

  



 

1.D1.17: a) Man må gå ud fra, at alle vinkler på figuren er rette vinkler, bortset fra den store vinkel, der må 

være 270°. To af sidelængderne er ikke angivet, men de kan bestemmes ud fra de andre opgivne 

mål. Hvis man begynder i øverste venstre hjørne og bevæger sig mod uret, får man omkredsen O 

til: 

( ) ( )3cm 4cm 4cm +3cm 2 2 6cmO x y y x x y= + + + + + − = + +  

 

b) Metalpladen kan med et lodret snit opdeles i to rektangler, så man kan bestemme arealet som 

(der regnes nu uden enheder, hvor alle længder er opgivet i cm): 
3 4A x y=  +   

Da omkredsen skal være 28 cm og arealet 38 cm2, får man to ligninger: 

Omkredsen: 28 2 2 6 22 2 2 11 11x y x y x y y x= + +  = +  = +  = −  

Arealet: 38 3 4x y= +  

 

Ligningen fra omkredsen giver os et udtryk for y, der kan indsættes på y’s plads i arealligningen: 

( )38 3 4 11 38 3 44 4 6x x x x x= +  −  = + −  =  

Indsat i omkredsligningen giver det os: 11 6 5y = − =  

Dvs. 6cmog 5cmx y= =  

 

1.D1.18: ( ) ( ) ( )2 0,1 5,36P x a x b x c A B=  +  +  

Punktet A har førstekoordinaten 0, og dermed ligger det på andenaksen. Dermed svarer A’s 

andenkoordinat til polynomiets c-værdi, dvs. 1c = . 

b-værdien svarer til hældningen for tangenten til parablen i skæringspunktet med andenaksen (dvs. i 

dette tilfælde A), og da det er oplyst, at denne hældning er -3, er 3b = − . 

Koefficienten a bestemmes ved at indsætte B’s koordinater i forskriften: 
236 5 3 5 1 36 25 15 1 50 25 2a a a a=  −  +  = − +  =  =  

  

1.D1.19: ( ) ( )( )2 5 1, 1f x x b x c y x P f= +  + = − +  

Da linjen tangerer grafen for f i P, skal de have samme y-værdi dette sted. Da man kender linjens 

ligning, kan denne fælles y-værdi bestemmes ved at indsætte i linjen ligning: 
1 5 4y = − + =  

Dvs. både grafen for f og linjen går gennem punktet ( )1,4P . 

 

Da den angivne tangent har hældningen -1, er ( )' 1 1f = − . Dette kan bruges til at bestemme b-

værdien: 

( )' 2

1 2 1 3

f x x b

b b

= +

− =  +  = −
 

 

Og med koordinaterne for P kan c-værdien så bestemmes: 
24 1 3 1 4 1 3 6c c c= −  +  = − +  =  

 

  



 

1.D1.20: a) Der er en fejl i formuleringen. Opgaven bliver betydeligt sværere at løse, hvis 0 4x  , da man 

så skal tage hensyn til, at man på et tidspunkt ikke længere kan klippe et kvadrat. Og da 

spørgsmål b) omhandler dette, er det tydeligvis ikke meningen, at man skal forholde sig til det i 

spørgsmål a). Så hvis man kun tillader x-værdier, hvor man kan klippe et kvadrat, får man: 

2 21 1
4cm 6cm 12cm

2 2
tilovers trekant kvadrat kvadratA T A h g A x x x= − =   − =   −  = −  

 

b) Når man klipper det størst mulige kvadrat, får man dannet tre (retvinklede) ensvinklede 

trekanter med sidelængderne (angivet i cm): 

Stor: ( )4,6, storhyp  

Mellem: ( ),6 , mellemx x hyp−  

Lille: ( )4 , , lillex x hyp−  

Da forholdene mellem korresponderende sider i ensvinklede trekanter er ens, har man altså: 

( )
6

4 6 6 24 4 6 24 10 2,4
6 4

x x
x x x x x x

−
=   − =   − =  =  =  

Dvs. 2, 4cmx =  

 

Hvis man regner på den lille og den store trekant får man: 

( )
4

4 6 4 4 24 6 10 24 2,4
6 4

x x
x x x x x x

−
=   =  −  = −  =  =  

 

Og den længste udregning opstår, hvis man regner på mellem og lille: 

( ) ( ) 2 24
6 4 24 6 4 0 24 10 2,4

6

x x
x x x x x x x x x x

x x

−
=   = −  −  = − − +  = −  =

−
 

 

1.D1.21: Da siderne BD og CD er lige lange, er trekant BCD en ligebenet trekant, og vinklerne overfor de 

lige lange sider er som vist på figuren kongruente (vinklerne angivet med u). 

Tilsvarende gælder, at da siderne CD og AD er lige lange, er trekant ACD en ligebenet trekant 

med de kongruente vinkler A og C angivet med w på figuren. 

Da vinkelsummen i en trekant er 180°, har man altså: 

180 180 2BDC u u u = − − = −  

180 180 2ADC w w w = − − = −  

Vinklerne BDC og ADC er supplementvinkler, dvs: 

( ) ( )

180

180 2 180 2 180 180 2 2 90

BDC ADC

u w u w u w

 + = 

 − +  − =    = +   = +
 

Og da vinkel C i trekant ABC netop svarer til u w+ , har man altså 90C =   

 

 

 

 

 

 

  



 

2.D1 
 

2.D1.1: ( ) ( ) 2sin 3 2
2

f x x g x x



 

=  + + = + 
 

 

Undervejs i udregningen udnyttes det, at sinus er periodisk med perioden 2 : 

( )( ) ( ) ( ) 22 sin 2 3 sin 3 1 3 4 4 2 16 2 18
2 2

g f g g g g
 


      

=  + + = + = + = = + = + =      
      

 

 

2.D1.2: ( ) ( )3 2 3 2 , 0f x x x g x x x= + − = +   

( )( ) ( ) ( ) ( )32 2 2 2 3 8 4 3 9 9 2 3 2 5g f g g g= +  − = + − = = + = + =  

 

2.D1.3: ( ) ( )3 2 4 , 4xf x g x x x=  = −   

( )( ) ( ) 44 3 2 , 4xf g x f x x−= − =    

 

( )( ) ( )3 2 3 2 4x xg f x g=  =  −  

Definitionsmængden for denne funktion bestemmes ved at sikre sig, at udtrykket inde i kvadratroden 

ikke er negativt: 

2

4 4
3 2 4 0 3 2 4 2 log

3 3

x x x x
 

 −          
 

 

 

2.D1.4: ( ) ( )2 3 3 , 3f x x g x x x= + = −   

( )( ) ( ) ( )
2

3 3 3 3 3f g x f x x x x= − = − + = − + =  

Da den sammensatte funktion giver en identitetsfunktion, er f og g omvendte funktioner, når man 

for f ’s vedkommende begrænser definitionsmængden ved at fjerne alle negative tal. 

 

( )( ) ( ) ( )2 2 23 3 3g f x g x x x x= + = + − = =  

For ikke-negative funktionsværdier svarer dette til en identitetsfunktion, så med ovennævnte 

begrænsning af f ’s definitionsmængde ses det igen, at f og g er hinandens omvendte funktioner. 

 

2.D1.5: ( ) ( )2 1 1g x x f x x= − = +  

Først findes funktionsudtrykket for den sammensatte funktion: 

( )( ) ( ) ( )
2 2 21 1 1 1 2 1 2g f x g x x x x x x= + = + − = + + − = +  

Og så kan ligningen løses: 

( )( ) ( )20 2 0 2 0 0 2 0 0 2g f x x x x x x x x x=  + =   + =  =  + =  =  = −  

 

2.D1.6: ( ) ( ) 21 4 4g x x f x x x= + = − +  

Først er det vigtigt at genkende funktionsudtrykket for f som højresiden i anden kvadratsætning: 

( ) ( )
2

2f x x= −  

Derefter findes funktionsudtrykket for den sammensatte funktion: 

( )( ) ( )( ) ( )
2 2

2 2 1 2 1g f x g x x x= − = − + = − +  

Og til slut kan ligningen løses: 

2 1 1 2 0 2x x x− + =  − =  =  

  



 

2.D1.7: a) Det ses på figuren, at grafen går gennem punktet (2,1), dvs ( )2 1g = og dermed ( )1 1 2g− =  

b) Da ( )2 1g = , løser man ligningen ( )( ) 1g f x = ved at løse ligningen ( ) 2f x = : 

( ) ( )2 25 8 2 5 6 0 3 2 0 3 2x x x x x x x x− + =  − + =  −  − =  =  =  

 

2.D1.8: ( ) 3 6f x x= +  

For at bestemme den omvendte funktion til f byttes om på argument og funktionsværdi: 

( )13 6x f x−=  +  

Og så kan funktionsværdien isoleres: 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
3 6 3 6 2

3
x f x f x x f x x− − −=  +   = −  = −  

 

2.D1.9: ( ) ( )
1 5

2 5
2 2

f x x g x x= + =  −  

( )( )
1 5 1 5

2 5 5 5
2 2 2 2

f g x f x x x x
   

=  − =   − + = − + =   
   

 

Da den sammensatte funktion er en identitetsfunktion, er funktionerne f og g omvendte funktioner. 

 

2.D1.10: ( ) ( ) 22 2 , 0f x x g x x x= + = −   

Man kan vise, at f og g er omvendte funktioner (og dermed herunder, at g er den omvendte funktion 

til f ), ved at vise, at en af de sammensatte funktioner ( )( ) ( )( )ogf g x g f x er en identitetsfunktion 

(hvis den ene er, er den anden også). 

( )( ) ( ) ( )2 2 22 2 2f g x f x x x x x= − = − + = = =  

Det sidste lighedstegn følger af, at man kun ser på positive x-værdier. 

Da den sammensatte funktion er en identitetsfunktion, er g den omvendte funktion til f. 

 

2.D1.11: Graferne for en funktion og dens omvendte funktion er hinandens spejlinger i linjen med ligningen 
y x= . Dermed får man (hvis man antager, at aksernes skalaer er ens): 

 
Nogle andre kreative løsninger kunne være, at man så på forskellige akseskalaer: 

 

… eller at man byttede rundt på (1) og (2) på akserne og erstattede f  med 
1f −
 

 

 



 

2.D1.12: a) Da man ser på den omvendte funktion 
1f −
, svarer 5-tallet i ( )1 5f −

til en værdi på andenaksen, 

når man ser på grafen for f (se den blå aflæsning nedenfor): 

 

Så man kan aflæse, at ( )1 5 7f − =  

 

b) I ligningen ( )1 1f x− =  svarer 1-tallet til en værdi på førsteaksen, når man ser på grafen for f (se 

den grønne aflæsning ovenfor). 

( )1 1 2f x x− =  =  

 

2.D1.13: ( )
3 121

e
3

x xf x −=   

Det bemærkes, at funktionen er en sammensat funktion med det indre funktionsudtryk 3 12x x− : 

( ) ( )
32 121

' 3 12 e
3

x xf x x −=  −   

Ligningen løses med nulreglen, hvor det udnyttes, at eksponentialfunktioner ikke kan antage 

værdien 0: 

 
( )

( )
3 32 12 2 12 2 2

' 0

1
3 12 e 0 3 12 0 e 0 3 12 4 2 2

3

x x x x

f x

x x x x x x− −

=

 −  =  − =  =  =  =  = −  =
 

 

2.D1.14: ( ) ( )2 cos , 0 2f x x x x =       (der er ingen grund til at indføre en begrænset Dm)  

Funktionen differentieres ved hjælp af produktreglen: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2' 2 cos sin 2 cos sinf x x x x x x x x x=  +  − =  −   

Og så kan differentialkvotienten i  findes ved indsættelse i den afledede funktion: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2' 2 cos sin 2 1 0 2f        =   −  =   − −  = −  

 

  



 

2.D1.15: ( ) ( )3 2 4= exf x x x −−   

Funktionen er produktet af to funktioner, hvoraf den sidste er en sammensat funktion (med mindre 

man med den første potensregneregel omskriver den til 4e ex−  ) 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 3 2 4 4 2 3 2 4 3 2' 3 2 e 1 e e 3 2 e 2 2x x x xf x x x x x x x x x x x x− − − −= −  + −   =  − + − =  + −  

b) Ligningen løses med nulreglen, hvor det benyttes, at eksponentialfunktioner ikke kan antage 

værdien 0: 

( ) ( ) ( )

( )

4 3 2 4 3 2

2 2

' 0 e 2 2 0 e 0 2 2 0

2 2 0 2 2 0 0

x xf x x x x x x x

x x x x x x

− −=   + − =  =  + − = 

+ −  =  + − =  =
 

Andengradsligningen løses med diskriminantmetoden: 

( )2 24 2 4 1 2 4 8 12 0d b ac= − = −   − = + =   dvs. 2 løsninger 

2 12 12 12
1 1 1 3

2 2 1 44

b d
x

a

−  − 
= = = −  = −  = − 

 
 

Dvs. ( )' 0 1 3 0 1 3f x x x x=  = − −  =  = − +  

 

2.D1.16: ( )( ) ln , 0f x x x x x=  −   

a) Produktreglen anvendes til at differentiere funktionen: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

' 1 ln 1 ln 1 1 lnf x x x x x
x

=  +  − = + − =  

b) Ligningen kan enten løses ved at udnytte, at alle logaritmefunktioner giver 0, når de virker på 

1, eller man kan som her anvende den omvendte funktion: 

( ) ( ) ( )ln 0' 0 ln 0 e e 1
x

f x x x=  =  =  =  

 

2.D1.17: ( ) ( )7 8 cosf x x x= + +  

En funktion er voksende netop hvis dens afledede funktion er positiv (evt. nul i enkelte punkter), 

så den afledede funktion bestemmes: 

( ) ( ) ( )' 7 0 sin 7 sin 6f x x x= + − = −  , da sinusfunktionen højest kan antage værdien 1. 

Da ( )' 0f x  , er f voksende. 

 

2.D1.18: ( ) ( )2 1 sinf x x k x= + +   

a) En funktion er voksende, netop hvis dens afledede funktion er positiv (evt. nul i enkelte 

punkter), så den afledede funktion bestemmes: 

( ) ( )' 2 cosf x k x= +   

Da cosinusværdierne ligger i intervallet [-1,1], vil det andet led give værdier i intervallet ,k k − 

. 

Dvs. ( )' 0 2 2 2f x k k    −    

 

  



 

2.D1.19: ( ) ( )
2

1 ex xf x x += +   

Funktionen er produktet af to funktioner, hvoraf den sidste er en sammensat, så både 

produktreglen og reglen for sammensat funktion anvendes ved differentiationen: 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2' 1 e 1 2 1 e e 1 2 2 1 e 2 3 2x x x x x x x xf x x x x x x x x+ + + +=  + +  +  =  + + + + =  + +  

b) Ligningen løses ved at anvende nulreglen og løse en andengradsligning: 

( ) ( )
2 22 2 2' =0 e 2 3 2 0 e 0 2 3 2 0 2 3 2 0x x x xf x x x x x x x+ +  + + =  =  + + =  + + =  

2 24 3 4 2 2 9 16 7 0d b ac= − = −   = − = −  , dvs. ingen løsninger. 

Dvs. ligningen har ingen løsninger 

 

2.D1.20: ( )3 2( ) 3 e xf x x x= +        ( )( )0, 0P f  

a) ( ) ( )3 2 0 0(0) 0 3 0 e 0 0 e 0 1 0f = +   = +  =  =  

b) Funktionen er produktet af to funktioner, hvoraf den sidste er en sammensat, så både 

produktreglen og reglen for sammensat funktion anvendes ved differentiationen: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 2 2 3 2 3 2'( ) 3 3 e 3 2 e e 3 3 2 6 e 2 3 6 3x x x xf x x x x x x x x x x= +   + +   =  + + + =  + + +  

c) For at kunne bestemme en ligning for tangenten, skal man kende funktionsværdien og 

differentialkvotienten i punktet. Funktionsværdien er udregnet i a), så man mangler kun 

differentialkvotienten: 

( ) ( )2 0 3 2' 0 e 2 0 3 0 6 0 3 1 3 3f =   +  +  + =  =   (tangenthældningen) 

Værdierne indsættes i ligningen for en ret linje ud fra punkt og hældning: 

( )

( )

0 0

0 3 0 3

y y a x x

y x y x

− =  −

− =  −  =
 

 

2.D1.21: ( ) 2' 10 16f x x x= − +  

For at bestemme monotoniforholdene for f  skal man først finde nulpunkter for den afledede 

funktion: 

( ) ( ) ( )2' 0 10 16 0 8 2 0 2 8f x x x x x x x=  − + =  −  − =  =  =  

Fortegnet for den anden afledede funktion bestemmes de steder, hvor den afledede funktion er 0: 

( )'' 2 10f x x= −  

( )'' 2 2 2 10 6 0f =  − = −  , dvs. lokalt maksimumssted. 

( )'' 8 2 8 10 6 0f =  − =  , dvs. lokalt minimumssted. 

Så f er voksende i intervallerne ]-∞,2] og [8,∞[ og aftagende i intervallet [2,8] 

 

2.D1.22: ( ) 2f x x=         ( )1, 3P −  

Da der er tale om tangenter til grafen for f, er hældningerne bestemt ved ( )' 2a f x x= =  . 

Men hældningerne kan også bestemmes ud fra to punkter på tangenten (
2 1

2 1

y y
a

x x

−
=

−
), og da det ene 

punkt er P, og det andet ligger på grafen for f og dermed har koordinaterne ( )2,x x , har man: 

( )
( )

( ) ( )

2

2 2 2 2
3

2 2 1 3 2 2 3 2 3 0
1

1 3 0 1 3

x
x x x x x x x x x

x

x x x x

− −
=   − = +  − = +  − − = 

−

+  − =  = −  =

 

 

 

 



 

2.D1.23: Fortegnsskemaet fortæller os, at funktionen har lokalt minimum i 1x = , da den afledede funktions 

fortegn er negativt på venstre side og positivt på højre side af 1. 

Da der ikke er andre ekstremumssteder, og da funktionen er differentiabel og dermed kontinuert, 

er 1x =  også et globalt minimumssted. 

Og da ( )1 4f = , er 4 det globale minimum, og da 2 4 , har ligningen ( ) 2f x = ingen 

løsninger. 

 

2.D1.24: ( ) ( )2ln 1f x x= +         ( )( )0, 0P f  

For at kunne bestemme en ligning for tangenten, skal man kende funktionsværdien og 

differentialkvotienten i punktet. Funktionen er en sammensat funktion, hvilket man skal tage 

hensyn til, når den differentieres: 

( )
2 2

1 2
' 2

1 1

x
f x x

x x
=  =

+ +
 

Røringspunktets andenkoordinat: ( ) ( ) ( )20 ln 0 1 ln 1 0f = + = =  

Tangentens hældning: ( )
2

2 0 0
' 0 0

10 1
f


= = =

+
 

Med disse værdier kan tangentens ligning bestemmes: 

( )

( )

0 0

0 0 0 0

y y a x x

y x y

− =  −

− =  −  =
 

 

2.D1.25: ( ) 3 2 3 1f x x k x x= +  + +  

En funktion er voksende, netop hvis dens afledede funktion er positiv (evt. nul i enkelte punkter), 

så den afledede funktion bestemmes: 

( ) 2' 3 2 3f x x kx= + +  

Grafen for den afledede funktion er en parabel med grenene opad (positiv a-værdi), så den 

afledede er ikke negativ nogen steder, hvis grafen ikke skærer førsteaksen, dvs. hvis 

diskriminanten ikke er positiv: 

( )
22 2

2 2 2

4 2 4 3 3 4 36

0 4 36 0 4 36 9 3 3

d b ac k k

d k k k k

= − = −   =  −

   −        −  
 

 

2.D1.26: ( ) 3 2 3 1f x x k x x= +  + +  

Ligningen ( )f x a= løses grafisk ved at finde skæringen mellem den vandrette linje med ligningen 

y a= og grafen for f. Så hvis ligningen ikke må have mere end én løsning, må der ikke være mere 

end én skæring med enhver vandret linje (dvs. med andre ord: f skal være injektiv). 

Funktionsudtrykket for f er et 3. gradspolynomium, og funktionen er altså injektiv, hvis der ikke 

er nogen ekstremumssteder (hvor grafen vender). Man ser derfor på den afledede funktion: 

  ( ) 2' 3 2 3f x x kx= + +  

 En funktion er voksende (og f kan ikke være aftagende, da 3. gradsleddet har positiv koefficient), 

netop hvis dens afledede funktion er positiv (evt. nul i enkelte punkter), og grafen for den afledede 

funktion er en parabel med grenene opad (positiv a-værdi), så den afledede er ikke negativ nogen 

steder, hvis grafen ikke skærer førsteaksen, dvs. hvis diskriminanten ikke er positiv: 

( )
22 2

2 2 2

4 2 4 3 3 4 36

0 4 36 0 4 36 9 3 3

d b ac k k

d k k k k

= − = −   =  −

   −        −  
 

 

 

  



 

2.D1.27: ( ) ( )e sinxf x x−=       ( )( )0, 0P f  

For at kunne bestemme en ligning for tangenten, skal man kende funktionsværdien og 

differentialkvotienten i punktet. Funktionen er produktet af to funktioner, hvor den første er en 

sammensat funktion: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' e sin e cos e cos sinx x xf x x x x x− − −= −  +  =  −  

Røringspunktets andenkoordinat: ( ) ( )00 e sin 0 1 0 0f −=  =  =  

Tangentens hældning: ( ) ( ) ( )( ) ( )0' 0 e cos 0 sin 0 1 1 0 1f −=  − =  − =  

Med disse værdier kan tangentens ligning bestemmes: 

( )

( )

0 0

0 1 0

y y a x x

y x y x

− =  −

− =  −  =
 

 

2.D1.28: ( ) e xf x x −=   

f og ( )p x  differentieres. Om f bemærkes det, at den er produktet af to funktioner, hvor den anden er 

en sammensat funktion: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

' 1 e 1 e e 1

'' e 1 e 1 e 2

x x x

x x x

f x x x

f x x x

− − −

− − −

=  +  −  =  −

= −  − +  − =  −
 

Polynomiet kan blot differentieres ledvist: 

( )

( )

( )

2

' 2

'' 2

p x a x b x c

p x a x b

p x a

=  +  +

=  +

=

 

De dobbeltafledede benyttes til at bestemme a-værdien: 

( ) ( ) ( ) ( )0'' 0 '' 0 2 e 0 2 2 1 2 1p f a a a−=   =  −  =  −  = −  

De afledede benyttes til at bestemme b-værdien: 

( ) ( ) ( ) ( )0' 0 ' 0 2 0 e 1 0 1 1 1p f a b b b−=    + =  −  =   =  

De uafledede benyttes til at bestemme c-værdien: 

( ) ( ) 2 00 0 0 0 0 e 0 1 0p f a b c c c−=   +  + =   =   =  

 

 

2.D1.29: ( )
2

1

1

x
f x

x

−
=

+
   . Man må ikke dividere med 0, men da nævneren ikke kan blive 0, er ( )Dm f =

. 

Ligningen ( ) 1f x =  opskrives og omskrives: 

( )2 2 2

2

1
1 1 1 1 1 1 2 0

1

x
x x x x x x

x

−
=   + = −  + = −  − + =

+
 

Dette er en andengradsligning, så for at finde ud af, om der er løsninger, ses på diskriminanten: 

( )
22 4 1 4 1 2 1 8 7 0d b ac= − = − −   = − = −  , dvs. der er ingen løsninger. 

 

  



 

2.D1.30: ( ) ( ) ( ) ( )2 2g x f x h x f x= + = +  

Grafen for funktionen g er en vandret parallelforskydning af grafen for f med 2 enheder mod 

venstre, da argumentet x er erstattet af ( )2x − − . Dvs. den skal gå gennem punktet (-1,0) og havde 

linjen med ligningen 2x = − som lodret asymptote. 

 

Grafen for h er en lodret parallelforskydning af grafen med 2 enheder opad, da man lægger 2 til alle 

funktionsværdier. Dvs. den går gennem punktet (1,2).  

 
 

2.D1.31: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln 2 ln ln 2 ln 2f x x g x x h x x k x x= =  = − = +  

Man har: 

( ) ( )

( ) ( )

1 ln 1 0

1 2 ln 1 2 0 0

f

g

= =

=  =  =
 

Dvs. graferne for f og g går gennem samme punkt på førsteaksen, nemlig punktet (1,0). 

Dvs. B og C er graferne for f og g. 

Da funktionsværdierne for g fremkommer ved at multiplicere funktionsværdierne fra f med 2, skal 

grafen for g ligge over grafen for f for positive funktionsværdier og under grafen for f for negative 

funktionsværdier. Dermed er B grafen for funktionen g og C er grafen for funktionen f. 

 

Funktionsværdierne for k fremkommer ved at lægge 2 til funktionsværdierne fra f , så grafen for k 

er en lodret parallelforskydning af grafen for f med 2 enheder opad. Dvs. A er grafen for k. 

 

Grafen for h er en vandret parallelforskydning af grafen for f med 2 enheder mod højre, da 

argumentet x er erstattet af 2x − . Dvs. D er grafen for h. 

 

2.D1.32: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin 2 sin sin 2 sin 2f x x g x x h x x k x x= = + =  = +  

I h er sinusfunktionens argument 2x , hvor alle de andre funktioner bare har x, så perioden for h er 

mindre end de andres (den svinger dobbelt så hurtigt), dvs. h B  

I g er lagt 2 til sinusværdien, hvilket forskyder sinusgrafen 2 lodret opad, dvs. g A  

A er en lodret forskydning af D, men ikke af C, så f D  

I k lægges 2 til argumentet i sinusfunktionen, hvilket giver en vandret forskydning af grafen med 2 

til venstre i forhold til grafen for f, så k C  



 

2.D1.33: ( ) 3 2 10f x a x b x c x=  +  +  +  

Man må benytte tegningen og gå ud fra, at punktet B har koordinaterne ( )20,0 , selvom 

førstekoordinaten ikke fremgår af teksten. 

Ved indsættelse af B’s koordinater i funktionsforskriften får man: 
3 20 20 20 20 10 8000 400 20 10 0a b c a b c=  +  +  +  + + + =   (1) 

Da der skal være vandret tangent i A og B, skal den afledede funktions værdier være 0 disse steder 

(man må gå ud fra, at A ligger på andenaksen): 

( )

( )

2

2

' 3 2

' 0 0 3 0 2 0 0 0

f x a x b x c

f a b c c

=  +  +

=   +  + =  =
 

( ) 2' 20 0 3 20 2 20 0 0 1200 40 0 30 0f a b a b a b=   +  + =  + =  + =  (2) 

Ligning (2) giver os 30b a= − , hvilket indsættes i ligning (1) for at finde a-værdien:  

( )
1

8000 400 30 20 0 10 0 8000 12000 10 0 4000 10
400

a a a a a a+  − +  + =  − + =  =  =  

Og hermed er:  
1 3

30
400 40

b = −  = −  

 

2.D1.34: ( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )( )

02

0 0 0 3
2 2

0

''
4 6 ,

1 '

f x
f x x x P x f x K x

f x

= − + =

+

 

For at bestemme krumningsudtrykket findes først første og anden afledede af f: 

( ) ( )

( ) ( )

' 2 4 ' 2 2 2 4 0

'' 2 '' 2 2

f x x f

f x f

= − =  − =

= =
 

Ved indsættelse i det angivne udtryk får man:   ( )

( )( )
3 3

2 2 2

2 2 2
2 2

1
11 0

K = = = =

+

 

 

2.D1.35: ( )' 5f x =      ( )
1

,0 0,1
2

P Q
 
− 
 

 

a) Da 'g har nulpunktet 
1

2
− og dens graf positiv hældning (Q ligger til højre for P og har højere 

andenkoordinat), får man fortegnsskemaet: 

 

Dvs. g er aftagende i intervallet 
1

,
2

 
− − 
 

og voksende i intervallet 
1

,
2

 
−  
 

 

 

b) De afledede funktioners værdier angiver tangenthældningerne, så tangenthældningerne er ens, 

der hvor graferne for de afledede funktioner skærer hinanden. 

Da 'g er en lineær funktion, der skærer andenaksen i 1, har man: ( )' 1g x a x=  + . 

Punktet P bruges til at finde a-værdien: 
1 1

0 1 1 2
2 2

a a a
 

=  − +  =  = 
 

 

Så kan førstekoordinaten til skæringspunktet bestemmes: 

( ) ( )' ' 5 2 1 4 2 2f x g x x x x=  =  +  =  =  



 

2.D1.36: ( ) 3 23 5 : 4 6f x x x x c l y x= − − + = +  

Tangenten l har hældningen 4, dvs. den afledede funktion skal have værdien 4: 

( )

( )

( )( )

2

2 2 2

' 3 6 5

' 4 4 3 6 5 0 3 6 9 0 2 3

0 1 3 1 3

f x x x

f x x x x x x x

x x x x

= − −

=  = − −  = − −  = − − 

= + −  = −  =

 

Tilfælde 1: Her skal l røre grafen, hvor 1x = − . Her er y-værdien: ( )4 1 6 2y =  − + =  

Dvs. man skal have: 

( ) ( ) ( ) ( )
3 2

1 2 2 1 3 1 5 1 2 1 3 5 2 1 1f c c c c− =  = − −  − −  − +  = − − + +  = +  =  

 

Tilfælde 2: Her skal l røre grafen, hvor 3x = . Her er y-værdien: 4 3 6 18y =  + =  

Dvs. man skal have: 

( ) 3 23 18 18 3 3 3 5 3 18 27 27 15 18 15 33f c c c c=  = −  −  +  = − − +  = +  =  

 

 

  



 

2.D2 
 

2.D2.1: ( ) ( )( ) ( )( ), 0 , 2, 2 10, 10f x x x A f B f=   

 
 

2.D2.2: ( ) ( )( ) ( )( )2 4 1 , 1, 1 ,f x x x A f B k f k= + + − −  

 
De komplekse løsninger forkastes, og da k skal være positiv, har man: 

3,9633k =  

 

 

2.D2.3: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 10 15f x x x x x= +  −  −  −  

 

 
 

  



 

2.D2.4: ( ) ( ) ( )3 7f x x x= − +  −  

a) Udtrykket under kvadratroden må ikke være negativt. Det er et andengradspolynomium med 

negativ koefficient på andengradsleddet, så grafen er en parabel med grenene nedad. Da polynomiet 

er angivet på faktoriseret form, kan man direkte aflæse, at rødderne er -3 og 7, og da grenene vender 

nedad, vil parablen altså ligge over førsteaksen imellem rødderne. Dermed har man: 

( )  3,7Dm f = −  

 
 

 
 

 
 

 

 

  



 

2.D2.5: 

 
 

 

 
 

2.D2.6:  

 
 

 
 

 
 



 

3.D1 
 

3.D1.1: Det ubestemte integral bestemmes ved ledvis integration (integrationskonstanten huskes): 

( )2 3 23 2 1x x dx x x x k+ + = + + +  

 

3.D1.2: Det ubestemte integral bestemmes ved ledvis integration (integrationskonstanten huskes): 

( ) 22 e ex xx dx x k+ = + +  

 

3.D1.3: Det ubestemte integral bestemmes ved ledvis integration (integrationskonstanten huskes): 

4 51
5 lnx dx x x k

x

 
+ = + + 

 
  

 

3.D1.4: Det ubestemte integral bestemmes ved ledvis integration (integrationskonstanten huskes): 

( )( ) ( ) 21
sin cos

2
x x dx x x k+ = − + +  

 

3.D1.5: Det bemærkes, at det andet led er en sammensat funktion (husk integrationskonstanten): 

( )3 2 31
2 e e

3

x xx dx x k+ = + +  

 

3.D1.6: Man skal enten anvende substitutionsmetoden eller integrere med hensyn til den indre funktion i den 

sammensatte funktion, dvs. 2 1x + . 

Substitutionsmetoden: 
2 1

2

2

t x

dt
x

dx

dt x dx

= +

=

=

 

( ) ( )
5 6

2 5 6 21 1
2 1 1

6 6
x x dx t dt t k x k + = = + =  + +   

Integration med hensyn til den indre funktion: 

( ) ( ) ( ) ( )
5 5 6

2 2 2 21
2 1 1 1 1

6
x x dx x d x x k + = + + =  + +   

 

3.D1.7: Man skal enten anvende substitutionsmetoden eller integrere med hensyn til den indre funktion i den 

sammensatte funktion, dvs. 5 3x + . 

Substitutionsmetoden: 
5

4

4

3

5

5

t x

dt
x

dx

dt x dx

= +

=

=

 

5 54 3 35 e e e ex t t xx dx dt k k+ + = = + = +   

Integration med hensyn til den indre funktion: 

( )
5 5 54 3 3 5 35 e e 3 ex x xx dx d x k+ + + = + = +   

 

 

  



 

3.D1.8: Det ubestemte integral bestemmes ved ledvis integration (integrationskonstanten huskes): 

( )( ) ( )2 31
ln ln

3
x x dx x x x x k+ =  − + +  

 

3.D1.9: Man kan godt benytte substitutionsmetoden med 2 4t x= + , men da den indre funktion er en lineær 

funktion, kan man måske godt gennemskue, at: 

( ) ( )
1

sin 2 4 cos 2 4
2

x dx x k+ = −  + +  

 

3.D1.10: Man skal enten anvende substitutionsmetoden eller integrere med hensyn til den indre funktion i 

den sammensatte funktion, dvs. ( )ln x . 

Substitutionsmetoden: 

( )ln

1

1

t x

dt

dx x

dt dx
x

=

=

=

 

( )( ) ( )( )
2 32 31

3 ln 3 lnx dx t dt t k x k
x
  =  = + = +   

Integration med hensyn til den indre funktion: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2 31

3 ln 3 ln ln lnx dx x d x x k
x
  =  = +   

 

3.D1.11: Man skal enten anvende substitutionsmetoden eller integrere med hensyn til den indre funktion i 

den sammensatte funktion, dvs. 2 3x + . 

Substitutionsmetoden: 
2 3

2

2

t x

dt
x

dx

dt x dx

= +

=

=

 

( )2 2

2

2 1
ln ln 3 ln 3

3

x
dx dt t k x k x k

tx
= = + = + + = + +

+   

Numerisktegnet kan fjernes, da 2 3 0x +  for alle x-værdier. 

Integration med hensyn til den indre funktion: 

( ) ( )2 2 2

2 2

2 1
3 ln 3 ln 3

3 3

x
dx d x x k x k

x x
= + = + + = + +

+ +   

 

3.D1.12: Integranden integreres ledvist for at bestemme værdien af det bestemte integral: 

( ) ( ) ( )
2

2
2 3 2 3 2 3 2

0
0

3 10 5 2 5 2 0 5 0 8 5 4 8 20 12x x dx x x − = − = −  − −  = −  = − = −   

 

3.D1.13: Integranden integreres ledvist for at bestemme værdien af det bestemte integral: 

( ) ( ) ( )
1

1
3 4 4 1 4 0

0
0

8 e 2 e 2 1 e 2 0 e 2 e 0 1 e 1x xx dx x + = + =  + −  + = + − − = +   

Da begge led er positive for positive x-værdier, ligger grafen for integranden over førsteaksen i intervallet 

[0,1], og dermed svarer værdien af det bestemte integral til arealet af punktmængden, der dannes af 

koordinatakserne, grafen for integranden og den lodrette linje med ligningen 1x = . 

  



 

3.D1.14: Man kan godt anvende substitutionsmetoden med 2t x= , men måske kan man direkte 

gennemskue, hvad der er en stamfunktion: 

( ) ( ) ( ) ( )
4

4

00

1 1 1 1 1 1 1 1
cos 2 sin 2 sin 2 sin 2 0 sin sin 0 1 0

2 2 4 2 2 2 2 2 2 2
x dx x




      
=  =   −   =  −  =  −  =    
     

  

 

3.D1.15: Substitutionsmetoden anvendes: 
3

2

2

3

3

7

3

3

2 : 2 7 8 7 1

3 : 3 7 27 7 20

t x

dt
x

dx

dt x dx

x t

x t

= −

=

=

= = − = − =

= = − = − =

 

( ) ( ) ( ) ( )
3 202

20

3 1
2 1

3 1
ln ln 20 ln 1 ln 20 0 ln 20

7

x
dx dt t

tx
 = = = − = − = −   

 

3.D1.16: Substitutionsmetoden anvendes: 

( )

3

2

2

3

3

2 4

3 2

3 2

0 : 0 2 0 4 4

2 : 2 2 2 4 16

t x x

dt
x

dx

dt x dx

x t

x t

= + +

= +

= +

= = +  + =

= = +  + =

 

2 162 16

3 4
0 4

3 2 1
2 2 16 2 4 2 4 2 2 4

2 4

x
dx dt t

tx x

+
 = =  =  −  =  −  =
 

+ +
   

 

3.D1.17: ( )
1

2 , 0f x x x
x

= +          ( )1,3P  

Først bestemmes den form, samtlige stamfunktioner er på: 

( ) ( )2 21
2 ln lnkF x x dx x x k x x k

x

 
= + = + + = + + 

 
    (numerisktegnet fjernes pga. 0x  ) 

Da grafen skal gå gennem P, har man: 

( )23 1 ln 1 3 1 0 2k k k= + +  = + +  =  

Dvs. ( ) ( )2 ln 2F x x x= + +  

 

3.D1.18: ( )
5

2 , 0f x x x
x

= +         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2

5
2 5ln ln 5g x h x x x k x x x

x
= − + = + = +  

De tre funktioner differentieres, så man ud fra integrationsprøven kan konkludere, hvilken der er 

stamfunktion til f. 

( ) ( ) 3

3

10
' 5 2 0g x x

x

−= −  −  + =  

( )
1 5

' 5 2 2h x x x
x x

=  + = +  

( )
1 1

' 5 2 2
5

k x x x
x x

=  + = +  

Da ( ) ( )'h x f x= , er h en stamfunktion til f. 

 



 

3.D1.19: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1 ln , 0 2 ln , 0f x x x x g x x x
x

= +   = +    

f er en stamfunktion til g, netop hvis ( ) ( )'f x g x= , så f differentieres ved produktreglen: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 1

' 2 ln 2 1 2 ln 2 ln 2
x

f x x x x x
x x x

+
=  + +  =  + =  + +  

Dette svarer ikke til g, så f er ikke en stamfunktion til g. 

 

3.D1.20: ( ) ( ) ( ) ( )
21 1

5 1 ln 4 3
2

f x x g x x x x
x

= + + =  + + + +  

Først undersøges det, om g er en stamfunktion til f: 

( ) ( )
1 1 1 1

' 2 1 4 0 1 4 5
2

g x x x x
x x x

=   + + + + = + + + = + +  

Da ( ) ( )'g x f x= , er g en stamfunktion til f. 

Så undersøges det, om grafen for g går gennem punktet ( )1,9P  

( ) ( )
21

9 1 1 ln 1 4 1 3 9 2 0 4 3 9 9
2

=  + + +  +  = + + +  =  

Da udsagnet er sandt, ligger P på grafen for g, så  

g er netop den stamfunktion til f, hvis graf går gennem punktet P. 

 

3.D1.21: a) Da F er en stamfunktion til f, har man ( ) ( )' 1 1F f− = − , og på den blå graf for f, kan man 

aflæse, at funktionsværdien i -1 er 1, dvs.  

( )' 1 1F − =  

 

b) Man er nødt til at aflæse på grafen, og her ser det ud til, at f har nulpunkter i -2 og 5, hvoraf 

det første skal bruges som grænse i det bestemte integral, der skal bruges til at finde arealet af M. 

Da M ligger over førsteaksen, har man: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

4

2
2

4 2 7 2 9MA f x dx F x F F
−

−

 = = = − − = − =  −  

De røde værdier er aflæst på grafen for F. 

 

3.D1.22: Da punktmængden ligger over førsteaksen, har man ( )
2

1

MA f x dx
−

=  . 

Dette bestemte integral kan bestemmes ved hjælp af indskudsreglen: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 4 2 4

1 21

4

1 4

5 2,6 5 2,6 7,6MA f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− − −

= = + = = − −− = + =      

 

3.D1.23: Det ses, at grafen for g ligger over grafen for f i intervallet, og da det er oplyst, at de to grafer 

skærer hinanden i 0x = og 4x = , får man: 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

4
4

0
0

4 4 0 0 5 3 1 1 4

MA g x f x dx G x F x

G F G F

 = − = − = 

− − − = − − − + =


 

 

  



 

3.D1.24: ( ) 3 9f x x x= − +  

Nulpunkterne for funktionen kan bestemmes ved hjælp af nulreglen: 

( )3 2 20 9 0 9 0 9 3 0 3x x x x x x x x x= − +  = −  −  =  =  = −  =  =  

Da det er oplyst, at punktmængden ligger i første kvadrant, er det de to sidste nulpunkter, der skal 

anvendes som grænser i det bestemte integral, der angivet arealet af punktmængden: 

( )
33

3 4 2 4 2

00

1 9 1 9 81 81 81
9 3 3 0

4 2 4 2 4 2 4
MA x x dx x x

   
= − + = − + = −  +  − = − + =  

   
  

 

3.D1.25: ( ) ( )2 23 3 24f x x g x x= = − +  

a) Skæringspunkternes førstekoordinater bestemmes ved at finde de x-værdier, hvor 

funktionsværdierne er ens, dvs. man løser ligningen ( ) ( )f x g x= . 

2 2 2 23 3 24 6 24 4 2 2x x x x x x= − +  =  =  = −  =  

b) Skitsen skal bruges til at hjælpe med at finde grænserne til det bestemte integral, der skal bruges 

i næste spørgsmål, samt at finde ud af, hvilken funktion der skal stå først. For at kunne tegne 

skitsen skal man bemærke, at begge grafer er parabler. Parablen svarende til f har grenene opad og 

har toppunkt i origo. Parablen svarende til g har grenene nedad og toppunkt i (0,24). Desuden har 

man fundet skæringsstederne mellem de to grafer i spørgsmål a). Disse ting skal fremgå af skitsen: 

 
c) Da grafen for g ligger over grafen for f i det pågældende område, har man: 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 33 3

2

3 24 3 6 24

2 24 2 2 24 2 2 2 24 2 16 48 16 48 64

MA g x f x dx x x dx x dx

x x

− − −

−

= − = − + − = − + =

 − + = −  +  − −  − +  − = − + − − = 

  
 

 

3.D1.26: ( ) 3 23f x x x= − +  

a) Man kan løse ligningen ( ) 0f x = ved at faktorisere og anvende nulreglen: 

( )3 2 2 23 0 3 0 0 3 0 0 3x x x x x x x x− + =   − + =  =  − + =  =  =  

 

b) Løsningerne i a) fortæller os, hvor grafen rører førsteaksen, og da funktionsudtrykket er et 

tredjegradspolynomium med negativ koefficient på tredjegradsleddet, kan man skitsere grafen og 

punktmængden ( ( )f x for x→ → −  og ( )f x for x→− → ). 

 

c) ( ) ( )
33 3

3 2 4 3 4 3

00 0

1 1 81 108 81 27
3 3 3 27

4 4 4 4 4 4
MA f x dx x x dx x x

 
= = − + = − + = −  + = − = − = 

 
   



 

3.D1.27: Alle stamfunktioner til f afviger fra hverandre med en konstant, dvs. graferne er lodrette 

parallelforskydninger af F. Stamfunktionen G, hvis graf går gennem punktet P, er altså nedenfor 

tegnet som en passende lodret parallelforskydning af grafen for F. 

 
 

3.D1.28: Der, hvor grafen for f skærer førsteaksen, skal stamfunktionen have lokalt ekstremumspunkt, så 

man kan tegne lodrette streger op fra disse nulpunkter: 

 
Det ses, at det er h, der har lokale ekstremumssteder begge steder, dvs. h er stamfunktion til f. 

 

3.D1.29: ( ) 3 2 3F x x x x= + −  

a) Alle stamfunktioner afviger fra hverandre ved en konstant, så den generelle form for 

stamfunktioner til f er: 

( ) 3 2 3kG x x x x k= + − +  

Hvis grafen skal gå gennem punktet ( )2,8P , har man: 

3 28 2 2 3 2 8 8 4 6 2k k k= + −  +  = + − +  =  

Dvs. den søgte stamfunktion er:   ( ) 3 2 3 2G x x x x= + − +  

 

  



 

3.D2 
 

3.D2.1: ( ) ( ) ( ) ( )
21 1

5 1 ln 4 3
2

f x x g x x x x
x

= + + =  + + + +  

 
 

3.D2.2: ( )
2

2

1

x
f x

x
=

+
 

 
 

3.D2.3:  

 
 

 
  



 

3.D2.4:  

 

 
 

 
 

3.D2.5:  

 



 

 

 
 

3.D2.6: 
2

( ) 4
4

x
f x = −  

a) For at kunne bestemme arealet af punktmængden M, skal man først bestemme funktionens 

nulpunkter, da de skal fungere som øvre og nedre grænse i det bestemte integral, der svarer 

til arealet (da grafen ligger over x-aksen). 

 

 Dvs. at 
64

3
MA =  

 

b) Det angivne rektangel har længden 2x  og bredden ( )f x , så arealet af rektanglet er: 

2
31

2 ( ) 2 4 8
4 2

rektangel

x
A x f x x x x

 
=  =  − = −  

 
 

Dvs. at arealet af det skraverede område er: 

364 1
8 ; 0 4

3 2
skraveret parabel rektangelA A A x x x= − = − +     

 

 

  



 

3.D2.7: ( ) 2 6 9f x x x= − +  

 
 

 
 

 
 

 

  



 

3.D2.8: ( ) ( ) ( )4 1 e e 1x xg x h x−=  − = −  

 

 
 

 

  



 

3.D2.9: ( )
1

3 , 0 , : 4f x x x l y
x

= +  =  

 
 

 
 

3.D2.10:  

 
 

 
  



 

3.D2.11:  

 
 

 
 

 

3.D2.12: ( ) ( )2f x x k x g x k x= −  =   

 

 
  

  



 

3.D2.13: ( ) ( ) ( )1 , 1f x x x a a= −  −   

a) Førstekoordinaten til skæringspunkterne med førsteaksen bestemmes ved hjælp af nulreglen: 

( ) ( )0 1 1 0 0 1x x a x x a x x a= −  −  − =  − =  =  =  

 

 
 

3.D2.14: ( )f x a x b=  +  

En stamfunktion til f er ( ) 2

2

a
F x x b x=  +   

Så ( )
2

0
10f x dx = giver os: 

2

2 2 2

0

10 2 2 0 0 10 2 2 10
2 2 2

a a a
x b x b b a b

     
+  =   +  −  +  =  + =    

     
 

( )
4

0
25f x dx = giver os: 

4

2 2 2

0

25 4 4 0 0 25 8 4 25
2 2 2

a a a
x b x b b a b

     
+  =   +  −  +  =  + =    

     
 

For at retfærdiggøre, at opgaven er med hjælpemidler, løses dette ligningssystem med to ligninger 

i Maple, selvom det hurtigt kunne gøres i hånden ved at forlænge den øverste ligning med 2: 

 
 

  



 

3.D2.15: 

  
 

 
 

3.D2.16:  

 

 

 



 

3.D2.17:  

 

 
 

3.D2.18:  

 

 



 

3.D2.19:  

 

 
 

3.D2.20: ( ) 3' 675000 e ; 0 4tg t t t− =      

 
 

3.D2.21:  

 
 

  



 

3.D2.22:  

Ved jordoverfladen er f(x) = 0, og bredden af buen ved jordoverfladen er afstanden mellem 

funktionens to nulpunkter. 

 
Dvs. buens bredde er 182,5m 

 

b) Buelængden kan beregnes ved ( )
2

'( ) 1
b

a
l f x dx= +   

 
Dvs. at længden af buen er 451,3m 

 

 

3.D2.23: ( ) ( )9,75 sin 0,0817 ; 0 1000f x x x= −      

 

 
 

  



 

3.D2.24: 
2 100 14400

( ) 19 ; 0 180
65

x x
f x x

− + +
=     

 

 
 

3.D2.25: 
( ) ( )

2 2

16400 1480
( ) ; 0 140

68 400 93 18
a t t

t t
= +  

− + − +
 

t  er tidspunktet målt i ms og a er førerdukkens deceleration i m/s2. 

 

 

 



 

3.D2.26: a) ( ) 2 20 ; 0 20f x x x x= − +    

 

 
 

b) ( ) ( )
2

0

2 1 '

h

O f x f x dx=    +  

Hvis overfladearealet skal være 1005 (og her må man gå ud fra, at der menes 1005 cm2), skal 

man løse ligningen: 

( ) ( )
2

0

1005 2 1 '

h

f x f x dx=    +  

 
 

En anden mulighed er at udnytte, at det er oplyst, at 10 < h < 20: 

 
 

  



 

3.D2.27: ( )
2

2 sin 2 ; 0 33
33 2

f x x x
  

=   − +   
 

 

 
 

3.D2.28: :  ( )( )2( ) 1 0,1 5, 5f x x P f= +   

 
Dermed er tangentens ligning: 1,5y x= −  

 

Dette kunne også have været udregnet i hånden ved: 

Først bestemmes røringspunktets andenkoordinat: 

( ) 25 1 0,1 5 1 0,1 25 3,5f = +  = +  =  

Så bestemmes tangentens hældning ved at finde differentialkvotienten i x=5: 

( )

( )

' 0,1 2 0,2

' 5 0,2 5 1

f x x x

f

=   = 

=  =
 

Da man nu både kender tangentens hældning og røringspunktets koordinater har man: 

( )3,5 1 5 1,5y x y x− =  −  = −  

 

b) Først bestemmes førstekoordinaten til tangentens skæringspunkt med førsteaksen (y=0): 

0 1,5 1,5x x= −  =  

 

c) Derefter kan rumfanget bestemmes. 

Lerskålen findes ved først at dreje den del af grafen for f , der ligger i intervallet [0,5], hvorefter 

man fratrækker det omdrejningslegeme, der fremkommer, når man drejer den del af tangenten, der 

ligger inden for intervallet [1,5 ; 5]. 

 

( )
5 5 22

0 1,5
( ) 1,5 16,6242611252skålV f x dx x dx =  −  − =   

 

 



 

3.D2.29: ( ) 2: 4 :f x x= − +  

 
 

 
 

 
 

 
 

 



 

4.D1 
4.D1.1: ( ) 3, 4f x y x y=   

a) Når man snitter med planen givet ved ligningen 4y = , skal 4 indsættes på y’s plads i forskriften, 

hvis man skal finde forskriften for snitkurven (der angives med funktionen g). 

( )

( )

3 3

3

, 4 4 4 16

16

f x x x

g x x

=  =

=
 

 

b)  ( )
( ) 2 2

,
' , 4 3 12x

f x y
f x y x y x y

y


= =    =


 

( )
( ) 3 3

,
' , 4 1 4y

f x y
f x y x x

y


= =  =


 

 

4.D1.2: ( ) 2, 2f x y y x= +  

a) ( ) ( )
2

2,3 2 3 2 6 4 10f − =  + − = + =  
 

b)  Der differentieres ledvist:  
( ),

0 2 2
f x y

x x
x


= + =


 

   
( ),

2 0 2
f x y

y


= + =


 

 

4.D1.3: ( ) 2, 2f x y x y x=  +  

a) Der differentieres ledvist:  
( )

( )
,

2 2 2
f x y

y x x y
x


=  + =  +


 

   
( ),

2 0 2
f x y

x x
y


= + =


 

b) Først bestemmes gradienten af f i ( )( ), , ,f x y f x y :   
2 2

2

f

y xx
f

f x

y

 
  + 
  = =     
  

 

Dvs. gradienten i punktet ( )( )1,2, 1,2f f er 
2 2 2 1 6

2 1 2

 +    
=   

   
 

 

4.D1.4: ( ) ( ) ( )'' '' '', 2 , 6 12 , 0xx yy xyf x y f x y y f x y= = + =       ( )1, 1,4P − er et stationært punkt. 

a) Determinanten af Hesse-matricen bestemmes for at afgøre arten af det stationære punkt P: 

Generelt: ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

'' '' '' 2det , , , 2 6 12 0 12 24xx yy xyH f x y f x y f x y y y=  − =  + − = +  

I P: ( ) ( )det 12 1 24 12 24 12 0H =  − + = − + =  , dvs. man skal se på fortegnet for ( )'' ,xxf x y . 

Da ( )'' , 0xxf x y  , er P et lokalt minimumspunkt. 

 

4.D1.5: ( ) ( ) ( )'' '' ''2, 1 12 2, 1 2 2, 1 0xx yy xyf f f− − = − − − = − − =       ( )2, 1,19P − −  er et stationært punkt. 

a) Determinanten af Hesse-matricen bestemmes for at afgøre arten af det stationære punkt P: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

'' '' '' 2det , , , 12 2 0 24 0xx yy xyH f x y f x y f x y=  − = −  − = −  , dvs. P er et saddelpunkt. 

  



 

4.D2 
 

 

4.D2.1:  

 
 

 
 

 
Løsningerne svarer til x-koordinaterne for de punkter, hvor grafen for f skærer både den lodrette 

plan med ligningen 4y = og den vandrette plan med ligningen 1z = . 

 

4.D2.2: ( ) ( )
22, 1 3f x y x y= + − −  

a) Ligningen for niveaukurven ( ), 6f x y = er ( )
226 1 3x y= + − − , hvilket kan omskrives: 

( )

( )

22

22

6 1 3

9 1

x y

x y

= + − − 

= + −
 

Dette er ligningen for en cirkel med centrum i ( )0,1 og radius 3. 

 

b) Ligningen ( ),f x y k= er ( )
22 1 3k x y= + − − , hvilket kan omskrives til 

( )
223 1k x y+ = + −  

Højresiden er summen af to kvadrater, dvs. den kan kun antage ikke-negative værdier. 

Ligningen har altså ingen løsninger, når venstresiden er negativ, dvs.: 

3 0 3k k+    −  

 

 



 

 

4.D2.3:  

 
 

 
 

 

4.D2.4: ( ) 2, 4f x y x y x y= + +   

 



 

 
 

4.D2.5:  

 
 

 
 

 

4.D2.6: ( ) ( ) ( ) ( )'' '' 2 '', 6 , 24 , 0 2, 1,8xx yy xyf x y x f x y y f x y P= = = −  

Determinanten af Hesse-matricen udregnes for at bestemme arten af stationært punkt: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

'' '' '' 2 2 2det , , , 6 24 0 144xx yy xyH f x y f x y f x y x y xy=  − =  − =  

I punktet P er værdien af determinanten: 

( ) ( )
2

det 144 2 1 288 0H =   − =  , dvs. P er et lokalt ekstremumspunkt. 

Da ( )'' , 6 6 2 12 0xxf x y x= =  =  , er P et lokalt minimumspunkt. 



 

4.D2.7: ( )
2 4

,
1

x y
f x y

x y


=

+ +
 

 

 
 

 

 
 



 

4.D2.8: ( ) 2, exf x y y=   

 
 

 

4.D2.9: 

 
 

 
 

 

  



 

4.D2.10: ( ) 0,425 0,725, 0,007184A m h m h=    

 

 
 

 
 

 

4.D2.11 

 
 

 



 

 
 

4.D2.12: ( ), 8 6 35P x y x y=  +  +  

 

 

 
 

4.D2.13:  

 

 

 



 

4.D2.14:  

 
 

 
 

4.D2.15: ( ) 4 2 2, 8f x y x p x y q y y= +   +  −  

 

 



 

5.D1 
 

5.D1.1: ( ) e 3 ' 3x y
f x x x y y x

x
=  + = + −  

Først findes den afledede funktion af f. 

( ) ( )' 1 e e 3 e 1 3x x xf x x x=  +  + =  + +  

Det undersøges, om f er en løsning til differentialligningen ved at indsætte funktionsudtrykket og 

udtrykket for den afledede funktion og se, om man får en identitet. 

( )
e 3

e 1 3 e 3 3

e e 3 e 3 e 3 3 0 0

x
x x

x x x x

x x
x x x x

x

x x x x

 +
 + + =  + + − 

+  + =  + + + −  =

 

Da man har fået en identitet, er f en løsning til differentialligningen. 

 

 

5.D1.2: ( ) 2 1
dy

f x x y x
dx

= +  =  

Først bestemmes den afledede funktion af f, hvor man bemærker, at f er en sammensat funktion: 

( )
2 2

1
' 2

2 1 1

x
f x x

x x
=   =

 + +
 

Udtrykkene for f og f’ indsættes i differentialligningen for at se, om man får en identitet: 

2

2
1

1

x
x x x x

x
+  =  =

+
 

Da dette er en identitet, er f en løsning til differentialligningen. 

 

 

5.D1.3: ( ) ( )1 e
1

x dy y
f x x y

dx x
= +  = +

+
 

Hvis funktionsudtrykkene for funktionen og dens afledede indsat i differentialligningen giver en 

identitet, er f en løsning til differentialligningen. 

Funktionen differentieres med produktreglen: 

( ) ( ) ( )' 1 e 1 e 2 ex x xf x x x=  + +  = +   

Indsættelse i differentialligningen: 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1 e
2 e 1 e

1

2 e 1 e e

2 e 2 e

x

x x

x x x

x x

x
x x

x

x x

x x

+ 
+  = +  + 

+

+  = +  + 

+  = + 

 

Da dette er en identitet, er f en løsning til differentialligningen. 

 

  



 

5.D1.4: ( ) ( )1 3,5
dy

y x P
dx

=  −  

a) Linjeelementet består af punktets koordinater samt differentialkvotienten det pågældende sted, og 

den bestemmes ved indsættelse af punktets koordinater i differentialligningen, da f er en løsning til 

differentialligningen og har en graf, der går gennem punktet: 

 ( )5 3 1 5 2 10
dy

dx
=  − =  =  

Linjeelementet er ( )3,5;10 , dvs. i punktet P har tangenten til grafen for f hældningen 10. 

b) Vi kender allerede punktets koordinater og tangenthældningen, så vi kan indsætte i 

tangentligningen: 

( ) ( ) ( )

( )

0 0 0'

5 10 3 10 25

y f x f x x x

y x y x

− =  −

− =  −  = −
 

 

5.D1.5: ( )( )3 2 1, 1
dy

x y P f
dx

= +  

a) For at kunne bestemme tangentens ligning skal man kende koordinatsættet til røringspunktet samt 

tangentens hældning. Det er oplyst, at hældningen er 9, og da f er en løsning til differentialligningen, 

kan man finde røringspunktets y-koordinat ved indsættelse i differentialligningen: 
9 3 1 2 2 6 3y y y=  +  =  =  

Hermed bliver tangentligningen: 

( )

( )

0 0

3 9 1 9 6

y y a x x

y x y x

− =  −

− =  −  = −
 

 

5.D1.6:  S: Antallet af skarvkolonier i Danmark 

 t: Tiden målt i år efter 1982 

 
dS

dt
: Den hastighed, hvormed antallet af skarvkolonier vokser 

 67 S− : Forskellen mellem 67 og antal skarvkolonier 

 ( )67S S − : Produktet af antal skarvkolonier og ovenstående forskel. 

 Da hastigheden skal være proportional med ovenstående produkt, har man: 

 ( )67
dS

k S S
dt

=   −  

 Proportionalitetskonstanten er oplyst, så man har: 

 ( )0,0029 67
dS

S S
dt

=   −  

 

 

5.D1.7: ( )0,3P  

a) Da hældningskoefficienten er proportional funktionsværdien med proportionalitetsfaktoren 0,2, 

har man: 

( )0,2 0 0,2 3 0,6a f=  =  =  

 

b) Da tangentens hældningskoefficient svarer til differentialkvotienten, har man: 

( ) ( )' 0,2f x f x=   

 

  



 

5.D1.8:       T er stegens indre temperatur målt i °C. 

x er tiden målt i minutter. 

Ovnens temperatur er 150°C 

Hastigheden, hvormed stegens temperatur stiger, angives så ved: 
dT

dx
 

Forskellen mellem ovnens temperatur og stegens indre temperatur er: ( )150 T−  

 

Da hastigheden er proportional med forskellen gælder: ( )150
dT

k T
dx

=  −  

 

Da proportionalitetskonstanten er oplyst til 0,011 har man endelig den søgte differentialligning: 

 

( )0,011 150
dT

T
dx

=  −  

 

 

5.D1.9:  V: Indføres som angivelse af vandmængden målt i L. 

 t: Indføres som tiden målt i sekunder. 

 Dermed har man: 

 
dV

dt
: Den hastighed, hvormed vandmængden ændrer sig. 

Hastighedsudtrykket består af et konstant positivt bidrag fra vandhanen og et negativt bidrag 

fra den utætte bundprop. Da det negative bidrag er proportional med vandmængden, får man: 

0,4 0,001
dV

V
dt

= −   

  

 

5.D1.10: : 0 : 2 : 0,1
dy dy dy

A B C y
dx dx dx

= = =   

a) A: Differentialligningen fortæller os, at hældningen for alle tangenter til grafen er 0, dvs. grafen 

for funktionen er en vandret linje. Derfor hører differentialligningen A til funktionen h. 

 

B: Differentialligningen fortæller os, at hældningen for alle tangenter til grafen er 2, dvs. grafen for 

funktionen er en ret linje med hældningen 2. Derfor hører differentialligningen B til funktionen f. 

 

C: Differentialligningen fortæller os, at hældningen for tangenterne afhænger af funktionsværdien 

på den måde, at en større funktionsværdi giver en større tangenthældning. Derfor hører 

differentialligningen C til funktionen g. 

 

5.D1.11: ( ) 3 exf x =   

a) Først bestemmes den afledede funktion, da det er tangenthældningerne, der er angivet i et 

hældningsfelt: 

( )' 3 exf x =   

Da det er en eksponentialfunktion, er ( ) ( )' 0f x f x=  for alle x-værdier, dvs. alle 

funktionsværdier og tangenthældninger er positive, hvilket ikke stemmer med hældningsfeltet, 

hvor vi over førsteaksen har negative tangenthældninger. 

Dvs. f kan ikke være en løsning til differentialligningen. 

 

  



 

5.D1.12: Løsningskurven skal følge linjeelementerne: 

 
 

5.D1.13: ( )' 0,5 2,1y y P= −   

a) Den fuldstændige løsning til denne type differentialligning er ( ) 0,5e xf x c − =   

Konstantens værdi bestemmes ved at indsætte punktets koordinater. 

0,5 2 1 1

1

1
1 e 1 e e e

e
c c c−  −

−
=   =   = = =  

Dvs. forskriften for f er: 

( )

( )

1 0,5

1 0,5

e e

e

x

x

f x

f x

− 

− 

= 

=
 

 

5.D1.14: ( )' 3 0,2; 1y a y= −  −  

a) Ud fra linjeelementer kan man aflæse funktionsværdien og tangenthældningen, og ved at indsætte 

disse i differentialligningen, kan man bestemme a-værdien: 

1 3 2 2 4 2a a a− = −   =  =  

b) Differentialligningen er en standardtype (177 i formelsamlingen), og den fuldstændige løsning er: 

( ) 23
e

2

xf x c − = +   

Punktets koordinater indsættes for at bestemme konstanten: 

2 03 1 1
2 e 1

2 2 2
c c c− = +   =   =  

Dvs. ( )
23 e

2

x

f x
− +

=  

 

5.D1.15: ( )' 1 0,2y y y=  −        ( )0,1P  

I formelsamlingen genkendes dette som differentialligning (178), så den fuldstændige løsning er: 

( )
1

1

50,2

1 e 1 ex x
f x

c c−  −
= =

+  + 
 

Koordinaterne for P anvendes for at finde den partikulære løsning, hvis graf går gennem P: 

0

5 5
1 1 1 5 4

11 e
c c

cc −
=  =  + =  =

++ 
 

Dvs. ( )
5

1 4 e x
f x

−
=

+ 
 



 

5.D1.16: ( )
dy

a y M y
dt

=   −        ( )1000 0 100 0,0001M y a= = =  

a) Da man til tiden 0 har 100 individer, får man væksthastigheden: 

( )0,0001 100 1000 100 0,01 900 9
dy

dt
=   − =  =  

 

b) Den fuldstændige løsning til den logistiske differentialligning er: 

( )
0,00011000 0,1

1000 1000

1 e 1 e 1 ea M t t t

M
y t

c c c−   −   − 
= = =

+  +  + 
 

Da man ved, at der er 100 individer til 0t = , kan man bestemme c: 

0,1 0

1000 1000
100 100 1 10 9

1 11 e
c c

cc − 
=  =  + =  =

+ + 
 

Dvs. den partikulære løsning er: 

( )
0,1

1000

1 9 e t
y t

− 
=

+ 
 

 

 

5.D1.17: ( )
( )

( )' 1 1,2
f x

f x P
x

= +  ( ) ( )
1

; 0g x f x x
x

=    

a) For at kunne bestemme tangentligningen skal man udover de allerede oplyste koordinater for 

røringspunktet også kende tangenthældningen, og den bestemmes ved indsættelse af punktets 

koordinater i differentialligningen: 

( )
2

' 1 3
1

f x = + =  

Så kan tangentligningen bestemmes: 

( )

( )

0 0

2 3 1 3 1

y y a x x

y x y x

− =  −

− =  −  = −
 

 

b) Funktionen g differentieres med produktreglen: 

( ) ( ) ( )
2

1 1
' 'g x f x f x

xx
= −  +   

Da f er en løsning til differentialligningen, kender man et udtryk for den afledede fra 

differentialligningen: 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2

2 2

1 1
' 1

1 1
'

f x
g x f x

x xx

f x f x
g x

x xx x

 
= −  +  +  

 

= − + + =

 

Man ved nu, at g er en stamfunktion til ovenstående, dvs. 

( ) ( )lng x x k= +   (da 0x  ). 

Dermed er: 

( ) ( ) ( )( ) ( )ln lnf x x g x x x k x x k x=  =  + =  +   

P’s koordinater kan bruges til at bestemme k: 

( )2 1 ln 1 1 2 0 2k k k=  +   = +  =  

Dvs. ( ) ( )( )2 lnf x x x=  +  

 

  



 

5.D1.18: 25
dy

y y
dx

= −  

a) Når 2y = har man: 

25 2 2 10 4 6
dy

dx
=  − = − =  

 

b) Hvis væksthastigheden skal være 4, dvs. 4
dy

dx
= , har man: 

( ) ( )2 24 5 5 4 0 1 4 0 1 4y y y y y y y y= −  − + =  −  − =  =  =  

 

5.D1.19: ' 0,3y y=   

a) Da tangenthældningen skal have samme fortegn som funktionsværdien, kan man udelukke f, da 

man i anden kvadrant har negative tangenthældninger og positive funktionsværdier. 

Tangenthældningen er proportional med funktionsværdien, så når funktionsværdien bliver større, 

skal tangenthældningen også blive større, hvilket ikke sker for h, der dermed udelukkes. 

Da en af funktionerne er løsning, har man altså, at  g er løsning til differentialligningen. 

 

5.D1.20: ' 0,6y y= −   

Differentialligningen fortæller os, at tangenthældningen er ligefrem proportional med 

funktionsværdien med proportionalitetsfaktoren -0,6.  

 Ud fra dette kan man konkludere flere ting. 

1) Man finder tangenthældningen alene ud fra funktionsværdien, og man skal altså ikke bruge 

argumentet (x-værdien). Derfor skal tangenthældninger være ens langs enhver vandret linje, 

man kan lægge ind over hældningsfeltet. Dette gælder dog for alle tre hældningsfelter, så det 

kan ikke bruges til at afvise nogen felter. 

2) Da proportionalitetsfaktoren er negativ, skal tangenthældningen have modsat fortegn af 

funktionsværdien, dvs. under x-aksen skal tangenthældningen være positiv, og over x-aksen skal 

tangenthældningerne være negative. Dette gælder kun for hældningsfelt B . Hældningsfelt A 

har positive tangenthældninger overalt, mens C har forkert fortegn på alle tangenthældningerne 

i forhold til differentialligningen. 

3) Desuden skal den numeriske værdi af tangenthældningen også øges med øget numerisk værdi af 

funktionsværdien. Dette kan også bruges til at forkaste A og C, for A har tilsyneladende ens 

tangenthældninger over det hele, mens C begynder at få mindre tangenthældninger, når man 

kommer et vist stykke op over x-aksen (det ligner logistisk vækst). 

 

5.D1.21: Tangenten tegnes som en forlængelse af linjeelementet i ( )2,3P   (blå rette linje) 

 
Tangenthældningen kan aflæses til 2, dvs. linjeelementet er ( )2,3;2  

 



 

5.D1.22: ( )6,1P  

Punktet P har andenkoordinaten 1, så på grafen aflæses det, at når y er 1 (førsteaksen på figuren), 

er væksthastigheden ( 'y ) 3. 

Dvs. at linjeelementet er ( )6,1;3  

 

5.D1.23: Skæringspunktet med førsteaksen aflæses: 

 
Til højre for dette sted ligger linjen over førsteaksen, dvs. væksthastigheden er positiv for 2y  −  

 

 

5.D1.24: ( ) ( )0,0 4,3O P  

a) Hældningen bestemmes ud fra de to oplyste punkter: 

2 1

2 1

4 0 4

3 0 3

y y
a

x x

− −
= = =

− −
 

Da skæringen med andenaksen er 0, har man: 

( ) ( )
4

'
3

y t y t=   

 

 

  



 

5.D2 
 

5.D2.1: 
( )

1
3,

ln e

dy x y
P

dx y

  
=  

 
 

Differentialligningen kan løses med separation af de variable. Det bemærkes, at man arbejder med 

0y  , da man har en logaritmefunktion, og 1y  , da man ikke må få 0 i nævneren. 

Dvs. differentialligningen kan løses i intervallerne 0 1y   og 1y  . Da punktets andenkoordinat 

er mellem 0 og 1, er det førstnævnte interval, der skal anvendes. 

0 1y  : 

( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )

2 2
ln 1 1

ln ln ln
ln 2 2

ydy x y
dy x dx y d y x dx y x k

dx y y


=  =  =   = +     

Punktet P’s koordinater bruges til at finde k : 

( )
2

22 21 1 1 1 1 1 9
ln 3 1 3 4

2 e 2 2 2 2 2
k k k k

  
 =  +   − =  +  = +  = −  

  
 

Hermed bliver forskriften for den partikulære løsning: 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( )
2

2 2
2 2 2

8

1 1
ln 4 ln 8 ln 8

2 2

e ; 8x

f x x f x x f x x

f x x− −

− = −  = −  = −

= 

 

Det negative fortegn foran kvadratroden (markeret med rødt) kommer af, at vi arbejder med 

funktionsværdier mellem 0 og 1, så logaritmeværdierne bliver negative. 

Definitionsmængden kommer af, at udtrykket under kvadratrodstegnet skal være positivt (hvis det er 

0, får man den forbudte funktionsværdi 1), samt at punktet P skal ligge i definitionsmængden. 

 

Man kan også finde løsningen med Maple: 

 
Så skal man dog selv analysere sig frem til definitionsmængden. 

 

 

5.D2.2: ( ) ( )5 4,1
dy

x y P
dx

+  = −  

 
 

  



 

5.D2.3: ( )1
dy

x y
dx

=  +  

a) Det er ikke differentialligningen, men funktionen, der har linjeelementer. Man kan dog ved hjælp 

af differentialligningen finde det linjeelement, der svarer til punktet ( )1,1 på grafen for f: 

( )1 1 1 1 2 2
dy

dx
=  + =  = , dvs. linjeelementet, der skal tegnes sammen med løsningskurven er ( )1,1;2

. 

 

 

 



 

 

5.D2.4: 

2

4

dy y

dx x
=

−
 

a) Det er ikke differentialligningen, men funktionen, der har linjeelementer. Man kan dog ved hjælp 

af differentialligningen finde det linjeelement, der svarer til punktet ( )2,5 på grafen for f: 

25 25

2 4 2

dy

dx
= = −

−
, dvs. linjeelementet, der skal tegnes sammen med løsningskurven er 

25
2,5;

2

 
− 

 
. 

 

 
 

 

  



 

5.D2.5: ( ) ( )
2

3 0 1 75 0,5
dM

k M M M
dt

= −  = =  

 

 
 

5.D2.6: 
1

0,24 0,013
dN

t
N dt
 = −   

 

 

 
  



 

5.D2.7: ( ) ( ) 0,0096' 0,069 9,627 e tM t M t − = −  +          ( )0 0M =  

 

 

 
 

5.D2.8: ( ) ( )' 0,03y t y t= −        ( )0 1,8y =  

 
 

 

 
  



 

5.D2.9: ( )0,00526 209
dN

N N
dt

=   −   Oplysning: Efter 30 døgn var der 103 smittede. 

a) Når antallet af smittede er 100, kan man bestemme væksthastigheden ved indsættelse i 

differentialligningen: 

( )0,00526 100 209 100 0,526 109 57,334
dN

dt
=   − =  =  

Dvs. at antallet af smittede vokser med 57 individer pr. døgn, når der er 100 smittede. 

 

b) Det er en differentialligning, der beskriver logistisk vækst, og den fuldstændige løsning er: 

0,00526 209 1,09934

209 209
( )

1 1t t
N t

c e c e−   − 
= =

+  + 
 

Da man kender antallet af smittede efter 30 døgn, kan man bestemme konstanten c: 

1,09934 30 14

1,09934 30 1,09934 30

209
1

209 209 103103 1 2,165646 10
1 103

c e c
c e e

− 

−  − 

−

=  +  =  = = 
+ 

 

Dvs. at den søgte løsning er: 

14 1,09934

209
( )

1 2,166 10 t
N t

e− 
=

+  
 

c) Tallet 209 er den øvre grænse for den logistiske vækst, dvs. at antallet af smittede ender med 

på sit højeste at være 209. 

 

 

5.D2.10: 0,1518
dU

U
dx

=     U er skibets CO2-udledning målt i g/ton/km. x er skibets fart målt i knob. 

a) I Maple bestemme den partikulære løsning til differentialligningen, der går gennem punktet  

(25 ; 6,25). 

 
 

b)  

 
 

c)  Med udgangspunkt i, at 6,25g/ton/km er 100%, kan man regne procenten ud for 17,5 knob: 

 
Modellen understøtter altså påstanden. 

 

  



 

5.D2.11: :  
1 300

9,81 0 14
15 15

dv
v t

dt t t
−  = −  

− −
 

v er rakettens fart målt i m/s og t er tiden efter affyring målt i sekunder. 

Når t = 0 er v = 0. 

a) Differentialligningen løses sammen med begyndelsesbetingelsen: 

 
Dvs. at: 

24,905 152,85
( )

15

t t
v t

t

−  − 
=

−
 

 

 
 

5.D2.12: 

 
 

 
 

  



 

5.D2.13: 0,16
dh

h
dt

=   

a) Når græshøjden h er 4, har man 0,16 4 0,64
dh

dt
=  =  

Dvs. at græsset vokser med 0,64
cm

døgn
, når græshøjden er 4cm. 

 

b) Da græshøjden er 3cm umiddelbart efter græsslåning, har man begyndelsesbetingelsen 

( )0 3h = . Med denne betingelse kan differentialligningen løses: 

 
 

c)  

 
 

 

5.D2.14: ( )( ) ( ) ( ) 20 0,25 ;' 0,03 ; 0 0 210 3 0g ty g t y f t t=  − =   = +  

 
 

  



 

5.D2.15: ( ) tf t b a=       ;    t er antal år EFTER 2001   ;     f(t) er den relative væksthastighed i år-1 

a) Da man har fået oplyst mere end to målinger, og da modellen er en eksponentiel udvikling, 

skal der anvendes eksponentiel regression. Det foretages i Maple: 

 
 

b) ( )
1 dN

f t
N dt
 =  . 

Da N er antal fisk, og der er 520 i år 2001, er ( )0 520N =  

I Maple kan differentialligningen løses: 

 
 

c) Da højresiden i differentialligningen er en eksponentiel udvikling og derfor altid er positiv, er 

væksthastigheden også hele tiden positiv, så antallet af fisk er voksende. Man skal derfor blot finde det 

tidspunkt, hvor antallet er 2000, for at man kan svare på, hvornår det overstiger 2000. 

 
 

  



 

5.D2.16: 
42

7000 7000

dm k
m

dt
= −     ; m(t) er vægten i kg ; t er tiden i døgn ; k er kostindtag i kcal/døgn. 

 

a) Det er oplyst, at vægten er 85 kg, dvs. m = 85, og kostindtaget er 3300 kcal/døgn, dvs. 

k=3300. Dermed kan væksthastigheden bestemmes: 

3300 42
85 0,0385714

7000 7000

dm

dt
= −  = −  

Dvs. at personen taber sig med 0,039kg pr. døgn med dette kostindtag. 

 

 

b) Den nye person vejer 87 kg til t = 0. 

 
Dvs. man har: 

3

500
3654

( )
42 42

t
k k

m t e

− 
−

= −   

 

 

c) Hvis personen efter 100 døgn skal veje 80 kg, skal kostindtaget være: 
3100

500
3654

80
42 42

k k
e

− 
−

= −   

Denne ligning løse ved indtastningen: 

 
Dvs. k = 3002    (svarende til at kostindtaget er 3002 kcal pr. døgn) 

 

  



 

5.D2.17: ( ) ( )2 0 70 60 20
dM

k M M M
dt

= −  = =  

a) Maple er tilsyneladende ikke i stand til at løse ligningssystemet på én gang ved anvendelse af de 

to kendte punkter. Man kan enten begyndte med at finde den fuldstændige løsning og derefter bruge 

de to kendte punkter til at bestemme de to konstanter, eller man kan som her anvende det ene punkt 

med det samme og derefter anvende det andet til at bestemme den manglende konstant: 

 

 

 
 

c) Linjeelementet kan bestemmes ved at finde funktionsværdi og tangenthældning i 60. 

Funktionsværdien er angivet i opgaveformuleringen til at være 20. Så man skal blot finde 

tangenthældningen, der kan beregnes ud fra selve differentialligningen: 

 

Dvs. det søgte linjeelement er 
5

60,20,
21

 
− 

 
 

 

  



 

5.D2.18: 

 

 
 

 
 

  



 

5.D2.19: ( ) ( ) ( )' 0,01 sin 0,017 1,03 0 365N t t N t t=   −     

 
 

b)  

 
 

c)  

 



 

 

5.D2.20: ( ) ( )' 400
0,280

P
C t R C= −  −  

P: Samlet mængde kuldioxid udskilt pr. time målt i liter. 

R: Luftudskiftninger pr. time. 

Der regnes med 25 ”stillesiddende” personer, selvom læreren nok ikke er stillesiddende, så da hver 

person udskiller 50 liter kuldioxid pr. time, har man: 

 
 

 
 

 
 

 

  



 

5.D2.21:  

 

 

 
 

c) 

  
 



 

5.D2.22:  

 

 
 

 
 

5.D2.23: ( ) ( ) ( ) ( )0,12.0 100,11.82 'P Q m t a m t b=  +  

 

 
 



 

5.D2.24: 

 

 
 

 

 

  



 

6.D1 
 

6.D1.1: ( )2 2 25 3,4x y Q+ =  

a) Q ligger på cirklen, netop hvis punktets koordinater indsat giver et sandt udsagn: 
2 23 4 25 9 16 25 25 25+ =  + =  =  

Da dette er et sandt udsagn, ligger Q på cirklen. 

 

Cirklen har centrum i origo. Vektoren 
3

4
OQ

 
=  
 

 svarer altså til en radius angivet med retning, dvs. 

det er en normalvektor for tangenten i punktet (tangent og radius er ortogonale). Så en ligning for 

tangenten er: 

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

3 3 4 4 0 3 4 25 0

a x x b y y

x y x y

 − +  − =

 − +  − =  + − =
 

 

b) Nu arbejdes med punktet ( )0 0,P x y . 

Igen er vektoren 0

0

x
OP

y

 
=  
 

en normalvektor til tangenten, så ligningen bliver: 

( ) ( )

( ) ( )

0 0

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

0

0 0

a x x b y y

x x x y y y x x y y x y

 − +  − =

 − +  − =   +  − − =
 

Da punktet P ligger på cirklen, vil dets koordinater indsat i cirkelligningen give et sandt udsagn, 

dvs. 
2 2

0 0 25x y+ = , dvs. ligningen bliver: 

( )2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 25x x y y x y x x y y x y x x y y +  − + =   +  = +   +  =  

 

 

 

6.D1.2: 2 2 1 1
:

2 4
C x x y y+ + − =  

Der kvadratkompletteres, så centrum og radius kan aflæses: 
2 2 2 2

21 1 1 1 1 1 1 1 4 4 1 9

2 4 4 2 4 4 4 16 16 16 16 16
x y r

       
+ + − = + + = + + = + + = =       

       
 

Dvs. 
1 1 3

centrum: , og 
2 4 4

r
 
− = 
 

 

 

 

6.D1.3: ( )
( )
( )

2 5
,

1

x t t t a
s t t

y t t

   − +
= =    

+  
 ( )0,2P  

Parameterkurven går gennem P, når 1t = , da ( )1 1 1 2y = + = . 

For denne t-værdi skal x-komposanten altså være 0, da P har førstekoordinaten 0, dvs.: 
2

2

5 0

1 5 1 0 4 0 4

t t a

a a a

− + =

−  + =  − + =  =
 

 

 

  



 

6.D1.4: ( ) ( )sin 1f x x= +  

a) Uanset hvilken funktionsforskrift, man arbejder med, kan man altid omdanne den til en 

vektorfunktion ved at lade x-værdien svare til parameteren t, og så erstatte x med t i 

funktionsudtrykket: 

( )
( )

 ; 0,2
sin 1

t
g t t

t


 
=  

+ 

 

Man kan vælge en hvilken som helt definitionsmængde, da parameterkurven bare skal være ”en del 

af” grafen for f. 

 

6.D1.5: ( )
( )
( )

2

2

5 6
,

1

x t t t
s t t

y t t

   − +
= =    

+  
 

a) ( ) ( ) ( )20 5 6 0 2 3 0 2 3x t t t t t t t=  − + =  −  − =  =  =  

Ovenstående er de værdier for parameteren, hvor parameterkurven skærer andenaksen.  

 

6.D1.6: ( ) 2

2
,

4 3

t
r t t

t t

+ 
=  

+ + 
 

Parameterfremstillingen kan omformes, så y-værdien udtrykkes ved x-værdien (dvs. til en ligning). 

Man udnytter, at parameterfremstillingen giver ligningssystemet: 

2

2

4 3

x t

y t t

= +

= + +
 

I den øverste af disse to ligninger isoleres t, hvorefter udtrykket for t indsættes på t’s plads i den 

nederste ligning: 

( ) ( )
2 2 2

2

2 4 2 3 4 4 4 8 3 1

t x

y x x x x x x

= −

= − +  − + = + − + − + = −
 

Så man kan se, parameterkurven gennemløber parablen givet ved ligningen 
2 1y x= − . 

 

Man kan også vise det ved en direkte omformning af y-komposanten i parameterfremstillingen: 

( )
( )

( )
22

22

4 3 2 1

tt
r t

t t t

 ++ 
= =     + + + −   

 

6.D1.7: ( )
2

1
, 2 8

6 16

t
r t t

t t

− 
= −   
 − − 

 

Der er fejl i opgaven. Der skulle nok have været i minus foran udtrykket under kvadratroden. 

( )
( )2

1

6 16

t
r t

t t

− 
 =
 − − −
 

 

a) Fra vektorfunktionen har man, at 1 1x t t x= −  = + . 

Dette kan sættes ind i udtrykket for y-koordinaten, der så kan omskrives til en cirkelligning: 

( ) ( )( )

( ) ( )

2

2 2

2 2

2 2 2 2

1 6 1 16

1 2 6 6 16

4 21

2 0 21 2 25 5

y x x

y x x x

y x x

x y

= − + −  + − 

= − − − + + + 

+ − = 

− + − = + = =

 

Ovenstående er ligningen for en cirkel med centrum i (2,0) og radius 5 

 



 

6.D1.8: ( )2,1 4P r =  

Den simpleste vektorfunktion, der beskriver banekurven for en cirkel med centrum i P og radius 4, 

er: 

( )
( )
( )

cos2
4 ,

sin1

t
s t t

t

  
= +    
   

 

Man kan godt tilføje en vinkelhastighed og forskyde fasen, så man f.eks. har 
( )

( )

cos 37 3

sin 37 3

t

t

−  +

−  +
, og 

man kan anvende et andet parameterinterval (f.eks.  0,2 ), så længe man bare sikrer sig, at hele 

cirklen gennemløbes. 

 

6.D1.9: ( )
3

2

2
,

t t
s t t

t

 −
=  
 

 ( )4,4P  : 2 5 12 0l x y− + =  

a) Punktets y-koordinat giver os ligningen 2 4t = , der har løsningen 2 2t t= −  = . 

Det undersøges hvilken af disse, der giver den rigtige x-koordinat: 

( ) ( )
3

3

2 : 2 2 2 8 4 4

2 : 2 2 2 8 4 4

t x

t x

= − = − −  − = − + = −

= = −  = − =
 

Dvs. det er parameterværdien 2, der hører til P. 

 

b) Først tjekkes det, at P ligger på linjen l. Det gøres ved at indsætte P’s koordinater i ligningen og 

se, om man får et sandt udsagn: 
2 4 5 4 12 0 8 20 12 0 0 0 −  + =  − + =  =  

Dvs. P ligger på linjen l. 

Den anden ting, der skal være opfyldt, hvis linjen skal være tangent til parameterkurven i P, er at 

en normalvektor for l står vinkelret på hastighedsvektoren, da hastighedsvektoren er en 

retningsvektor for tangenten: 

( ) ( )
23 2

'
2

t
v t s t

t

 −
= =  

 

 

( )
2 103 2 2

2
42 2

v
  −  

= =   
   

 

En normalvektor for l aflæses ud fra ligningen til 
2

5
ln

 
=  

− 
. 

( ) ( ) ( )
10 2

2 2 0 0 10 2 4 5 0 20 20 0 0 0
4 5

l lv n v n
   

⊥  =  =   +  − =  − =  =   
−   

 

Da udsagnet er sandt, er de to vektorer ortogonale, og l er dermed tangent til banekurven i 

P. 

 

 

 

  



 

6.D1.10: ( )
3 2

2

2
,

2 2

t t
r t t

t t

 −
=  

− 

 ( )0,4P  

a) Til en parameterfremstilling for en tangent har man brug for en retningsvektor og røringspunktets 

koordinater. Røringspunktets koordinater er oplyst, men først tjekkes det, om punktet ligger 

banekurven: 

Først findes de parameterværdier, hvor førstekoordinaten passer: 

( )3 2 2 1
2 0 2 1 0 0

2
t t t t t t− =   − =  =  =  

Så findes andenkoordinaten svarende til disse parameterværdier: 
2

2

0 : 2 0 2 0 0

1 1 1 1 1
: 2 2 1

2 2 2 2 2

t y

t y

= =  −  =

 
= =  −  = − = − 

 

 

Ingen af disse værdier stemmer med en y-koordinat på 4, så P ligger ikke på parameterkurven, og 

opgaven kan derfor ikke løses.  

 

6.D1.11: ( ) ( )2 3 1 :3 2 1 0x t t y t t l x y= = − − + =  

a) En normalvektor for tangenten aflæses ud fra ligningen til 
3

2
ln

 
=  

− 
. Denne normalvektor skal 

være ortogonal med hastighedsvektoren i punktet, da hastighedsvektoren er en retningsvektor for 

tangenten. 

( )
( )
( )

' 2

' 3

x t t
v t

y t

   
= =   

  
 

Man har så: 

( ) ( ) ( )
2 3

0 0 2 3 3 2 0 6 6 0 1
3 2

l l

t
v t n v t n t t t

   
⊥  =  =   +  − =  − =  =   

−   
 

Dvs. parameterværdien skal være 1 for at retningen passer. 

Dette indsætte i forskriften for vektorfunktionen: 

( )
( )
( )

21 11
1

1 23 1 1

x
s

y

     
= = =     

 −    
 

Dvs. ( )1,2P  

Man kan også lige tjekke, at P ligger på l (ellers ville der være fejl i opgaven), hvilket det gør. 

 

Man kunne også have fundet t-værdien ved at udnytte, at punktet skal ligge på både banekurven og 

tangenten, hvilket gøres ved at indsætte koordinatfunktionerne på x’s og y’s plads i 

tangentligningen. Dette giver en andengradsligning, der dog kun har én løsning. Hvis der havde 

været to løsninger, skulle man ved hjælp af vektorers retninger (som ovenfor) have fundet ud af, 

hvilken værdi, der svarende til et røringspunkt (den rigtige), og hvilken der svarede til et 

skæringspunkt mellem banekurve og tangentent 

 

  



 

6.D1.12: ( )
3

2

3
,

1

t t
s t t

t

 −
=  

+ 
 ( )2,5P −  

Parameterkurven går gennem P, netop hvis der er en mindst én t-værdi, hvor x-komposanten er -2 

og y-komposanten 5. 

Man kan begynde med at finde de t-værdier, hvor y-komposanten er 5: 
2 21 5 4 2 2t t t t+ =  =  = −  =  

Det undersøges så, om en af disse t-værdier giver x-komposanten -2: 

( ) ( ) ( )

( )

3

3

2 2 3 2 8 6 2

2 2 3 2 8 6 2

x

x

− = − −  − = − + = −

= −  = − =
 

(den sidste udregning er overflødig, da den første allerede har givet os svaret). 

Dvs. ( )
2

2
5

s
− 

− =  
 

, så parameterkurven går gennem P. 

 

6.D1.13: ( ) 2

2 1
' ;

3

t
s t t

t

+ 
=  
 

 ( )0 : 3,4t P=  

a) Vektorfunktionens hastighedsfunktions koordinatfunktioner integreres for at finde den form, 

vektorfunktionen er på: 

( )
2

1

3

2

;
t t c

s t t
t c

 + +
=  

+ 
 

Hermed er: 

( )
2

11

3
22

0 0
0

0

cc
s

cc

 + +  
= =   

+   
. 

Da dette skal svare til punktet P, har man altså 1 3c = og 2 4c = , og dermed: 

 ( )
2

3

3
;

4

t t
s t t

t

 + +
=  

+ 
 

 

6.D1.14: ( )
2 3

, 5 5
t t

r t t
t

 +
= −   
 

  : 4 4 0l x y− − =  

a) ( ) ( )
2 3

'
1

t
v t r t

+ 
= =  

 
 

( )
2 3 3 9

3
1 1

v
 +   

= =   
   

 

 

b) Man kan aflæse en normalvektor for linjen ud fra ligningen: 
1

4
ln

 
=  

− 
. 

Hastighedsvektoren er parallel med linjen l, når den står vinkelret på normalvektoren: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3 1
0 0

1 4

1
2 3 1 1 4 0 2 3 4 0 2 1 0 2 1

2

l l

t
v t l v t n v t n

t t t t t

+   
 ⊥  =  =    

−   

+  +  − =  + − =  − =  =  =

 

 

  



 

6.D2 
 

6.D2.1:  

 

 
 

6.D2.2:  

 

 

 



 

6.D2.3: 

 

 
 

 

  



 

6.D2.4: 

 

 
 

6.D2.5:  

 

 

 



 

6.D2.6: 

 

 
 

6.D2.7: 

 

 
 

 

 



 

6.D2.8: ( )
2

3 2

4
,

0,1 0,2

t
s t t

t t t

 − +
=  

 +  − 
 

 

 

 
 

6.D2.9: 

 

 

 



 

6.D2.10: ( )
2

3 2

4
,

0,1 0,2

t
s t t

t t t

 − +
=  

 +  − 
 

 

 

 
 

6.D2.11: ( ) 2

11,2
; 0

4,91 8,43 1,7

t
s t t

t t

 
=  

−  +  + 
 

 

 
 



 

6.D2.12: ( )
( ) ( )
( ) ( )

 
10 cos 5 cos 1,5

; 0,4
10 sin 5 sin 1,5

t t
s t t

t t


  +  − 
=  

 +  −  
 

 

 

 

 
 



 

 

 
Indtegning af punkter og accelerationer: 

 
Stor acceleration ved mindst fart og lille acceleration ved størst fart. 

 

 

  



 

6.D2.13: ( ) ( )
2

2
;

k t
s t t

k t

  +
=    

 

 

 

 
 

  



 

6.D2.14:  

 
 

 
 

6.D2.15: ( )
( )
( )

 0

0

cos
, 0,2

sin

x r t
s t t

y r t


 + 
=  

+  
 

Dette er parameterfremstillingen for en cirkel med centrum i ( )0 0,x y med radius r, der 

gennemløbes netop én gang. Arealet af en cirkel kan altså bestemmes med den angivne formel 

(eller man kan kaste sig ud i en beregning i hånden, hvilket godt kan gennemføres): 

 
 

6.D2.16: ( )
( )
( )

 0

0

cos
, 0,2 , 0, 0

sin

x a t
s t t a b

y b t


 + 
=    

+  
 

 
 



 

6.D2.17: ( )
3

,
t t

s t t
t

 −
=  
 

 

For at kunne finde tangentvektorerne bestemmes den afledede funktion: ( ) ( )
23 1

'
1

t
v t s t

 −
= =  

 
 

Til tidspunktet 0t = , kan man så finde røringspunktets koordinater samt en retningsvektor 

(tangentvektoren): 

 ( )
3 00 0

0
00

s
 −  

= =   
  

 

( )
2 13 0 1

0
11

v
−  −  

= =   
  

 

Dette giver parameterfremstillingen for linjen m: 
0 1 1

0 1 1

x
u u

y

− −       
= +  =        

       
 

Til tidspunktet 2t = , kan man så finde røringspunktets koordinater samt en retningsvektor: 

 ( )
3 62 2

2
22

s
 −  

= =   
  

 

( )
2 113 2 1

2
11

v
  −  

= =   
  

 

Dette giver parameterfremstillingen for linjen n: 
6 11

2 1

x
v

y

     
= +      

     
 

Skæringspunktet mellem tangenterne findes så ved at løse ligningssystemet med fire ligninger og 

fire ubekendte, der opstår, når man arbejder koordinatvis: 

 
 

6.D2.18: ( )
3

2

3
,

t t
s t t

t

 − +
=  
 

 

 

 

 



 

6.D2.19: 
( )
( )

 
cos3

og , 0,2
sin4

t
a b t

t


  
= =   
   

 

 
 

  



 

6.D2.20: 

2

2

4
1

; ,22 1
4

t

t

OP tt

t

 
  = −      

 

 

 

 
 

 

 



 

6.D2.21: 
( )

 
2

sin
; 4,4

4
t

t
OP t

t

 
=  − 

− 
 

 

 
 

 

  



 

6.D2.22: ( )
2

3

2
;

9

t
s t t

t t

 +
=  

− 
 

 

 

 
 



 

6.D2.23: ( )
3

2

3
; 2,25 2,25

4

t t
s t t

t

 −
= −   

− 
 

 

 



 

6.D2.24: 

 
 

6.D2.25: ( )
( )
( )

 
2 4 sin

, 0,2 2 16 0
1 2 cos

t
s t t x y

t


 + 
=  + − = 

+  
 

 

 
 

  



 

6.D2.26: 
2

2

4 6
;

4 3
t

t t
OP t

t t

 −
=  

− + − 
 

 

 

 

 
 



 

6.D2.27: ( )
3

2

3 4
;

3

t t
s t t

t

 − +
=  

+ 
 

 

 
 

  



 

6.D2.28: ( )
2

;
2

t
s t t

t

 
=  
 

 

 
 

Man kan vise, at der generelt dannes lige store vinkler, hvis man kigger på retningsvektorer for 

tangent, linjen l og brændstrålen: 

( )
2

'
2

tangent

t
r s t

 
= =  

 
 

1

0
lr

 
=  
 

 

2 21 1

2 0 2
brændstråle

t t
r

t t

   − −
= =   

−   
 

Vinklen mellem to vektorer findes med formlen ( )cos
a b

v
a b

=


 

Man kan vise, at vinklerne er lige store, ved at sammenligne højresiderne i ovenstående: 

( )

( )

( )

( )

2

2

3

2 2
2 2 2

2

4 2 2

2 2 2

24 2 2
2

21 2 t 1

20 2 2

1 2 2 1

0 2 2 2

2 2 2 4

1 4 4 4 4 1 4

2 2
2

1 2 4

2 2 1 1
2 1 1 1 1

11 2 1

t t

t

t t t

t

t t t t

t t t t

t t
t

t t t

t t t

tt t t

 −    
     

      
= 

     − 
       

       

− +
= 

 + +  − +

 +
= 

+ − +

+ + +
=  =  =  =

++ + +

 

Da man får en identitet, er vinklerne lige store, uanset hvor på parablen P ligger. 

 

 

  



 

6.D2.29: ( )
2

2

2 3 1
;

6

t t
r t t

t b t

 + +
=  

+  + 
    , 0b   

a) Skæringerne med førsteaksen er de punkter, hvor andenkoordinaten er 0, dvs: 
2 6 0t b t+  + =  

Diskriminantens fortegn er altså afgørende for antallet af skæringspunkter: 
2 2 24 4 1 6 24d b ac b b= − = −   = −  

Da b er positiv, har man: 

0 24d b=  =  

Hvis b er mindre end dette, bliver andet led numerisk større end første, og dermed får man negativ 

diskriminant og altså ingen løsninger (svarende til skæringspunkter). 

0 24 :b  Ingen skæringspunkter med førsteaksen. 

24b = : Ét skæringspunkt med førsteaksen. 

24b  : To skæringspunkter med førsteaksen. 

 

 
 

 

 

  



 

7.D1 
7.D1.1: ( )10,2X N  

a) X er altså normalfordelt med middelværdien 10 og spredningen 2. 

Punktet med førstekoordinaten 6 svarer altså til middelværdien fratrukket 2 spredninger, punktet med 

førstekoordinaten 10 svarer til middelværdien og det sidste punkt er middelværdien plus to 

spredninger. 

 Der er nogle helt faste tal for fordelingsfunktionens værdier disse steder. Enten kan man tallene i 

hovedet, eller også findes de indirekte i formelsamlingen på side 42, hvor man ud fra procentdelene 

på den nederste figur kan se, hvor mange procent der er op til og med den givne værdi. 

 (10,0.5) ligger på grafen for F, fordi 50% af arealet under tæthedsfunktionen ligger til venstre 

for middelværdien. 

 (14,0.977) ligger på grafen for F, fordi 4,55% af arealet under tæthedsfunktionen ligger mere 

end to spredninger fra middelværdien, og pga. symmetrien vil halvdelen af dette ligge på højre 

side af middelværdien, hvorfor delen op til og med to spredninger over middelværdien er: 

( )
0,0455

14 1 1 0,02275 0,97725
2

F = − = − =  

Det er straks sværere at argumentere for, at (6,0.159) ligger på grafen for F, for det gør det 

ikke. Opgavestilleren har højst sandsynligt tænkt på (8,0.159), for man har: 

( )
0,3173

8 0,15865
2

F = =  

 

b) Det væsentlige, når man skitserer grafen er: 

1) De tre angivne punkter er med. 

2) Grafen får sin karakteristiske s-form. 

3) 0y =  og 1y = er vandrette asymptoter. 

 
 

7.D1.2: ( )5,3X N  

Dvs. den stokastiske variabel følger normalfordelingen med middelværdi 5 og spredning 3. 

a) Exceptionelle udfald er udfald, der ligger mere end tre spredninger fra middelværdien, og da 

normalfordelingerne løber over hele , bliver intervallerne med exceptionelle udfald: 

       ,5 3 3 og  5 3 3, , dvs. , 4 og  14,− −  +   − −     

(Man må gerne anvende lukkede parenteser ved -4 og 14. Det gør ingen forskel her.) 

 

b) Normale udfald er udfald, der ligger inden for 2 spredninger fra middelværdien, dvs. i 

   5 2 3,5 2 3 1,11−  +  = −    (åbne parenteser kan også bruges). 

c) 2 5 3= − , dvs. 2 ligger 1 spredning til venstre for middelværdien. Ifølge formelsamlingen side 42 

ligger 68,27% inden for 1 spredning fra middelværdien, dvs. 31,73% ligger uden for, og heraf 

ligger halvdelen til venstre for middelværdien, dvs. 

( )
31,73%

2 15,865%
2

P X  = =  



 

7.D1.3: ( )15,4X N  

a) Forskriften for normalfordelingens tæthedsfunktion med middelværdi 15 og spredning 4 er: 

 ( )
( )

2

2

15

2 4
1

e
2 4

x

f x


−
−

= 
 

 

Så integralet, der bestemmer ( )23P X  er: 

( )
2

15
23

32
1

e
4 2

x

dx


−
−

−


 
  

 

 

7.D1.4: X er en stokastisk variabel. 15 = . 4 = . 

23 ligger to spredninger over middelværdien, og fra formelsamlingen side 42 ved man, at 95,45% af 

observationerne i en normalfordeling ligger indenfor to spredninger fra middelværdien, dvs. 4,55% 

ligger uden for. Halvdelen af de 4,55%, dvs. 2,3%, ligger til højre for middelværdien. 

Dermed er ( )23 1 0,023 0,977P X  = − =  

 

7.D1.5: ( )
20

10

f x dx angiver sandsynligheden for, at den stokastiske variabel X antager værdier i intervallet 

[10,20], dvs. ( )10 20P X   

 

 

7.D1.6: ( ) ( )
14

10,2X N f x dx
−  

Da middelværdien er 10 for normalfordelingen, har man ( )
10

0,5f x dx
−

= . 

Dvs.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
14 10

10 14 14 10 0,977 0,5 0,477P X P X P X f x dx f x dx
− −

  =  −  = − = − =   

 

 

7.D1.7: Da F er en fordelingsfunktion, har man: ( ) ( ) ( )4 9 9 4P x F F  = −  

Funktionsværdierne aflæses på grafen: 

 
Dvs. ( )4 9 0,935 0,155 0,78P x  = − =  

 

 

  



 

7.D1.8: ( )
( )

21
5

32
1

e
32

x

f x


−  −

= 


 

a) Det generelle udtryk for normalfordelingens tæthedsfunktion er ( )
( )

2

2

1

21
e

2

x

f x





 

−
− 

= 
 

 

Så man kan aflæse, at 5 =  

Desuden aflæses, at 
32 32

32 2 16 4
22

 =   = = = =  

 

b) Denne opgave indeholder både noget eksakt beregning og noget overslagsregning: 

( )
( )

21
5 5

032
1 1 1 1 1

5 e e 0,1
1032 32 32 100

f
  

−  −

=  =  =  = =
  

 

(den rigtige værdi er 0,09973557) 

 

c) En skitse af grafen kræver: 

1) Det skal være den karakteristiske klokkeform for normalfordelingens tæthedsfunktion. 

2) Den skal være symmetrisk omkring linjen 5x = . 

3) Den skal have et maksimum på 0,1 (beregnet ovenfor) 

4) Man skal tage højde for spredningen 4, så man ca. har 95% af arealet placeret mellem -3 

og 13. 

 
 

 

7.D1.9: Der er fejl i opgaveformuleringen. Der spørges efter estimerede værdier. 

a) Estimeret middelværdi: 
4 6 3 7 10 30

6
5 5

x
+ + + +

= = =  

Estimeret spredning: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5 2

2 2 2 2 2

1
4 6 6 6 3 6 7 6 10 6

5 1 4

i

i

x x

s =

−
− + − + − + − + −

= = =
−


 

  
4 0 9 1 16 30 15

4 4 2

+ + + +
= =  

 

7.D1.10: a) Da konfidensintervallet for hældningen ligger med betydelige dele på hver side af 0, og man 

derfor ikke kan vurdere, om en evt. lineær sammenhæng skulle have positiv eller negativ 

hældning, kan der ikke med god tilnærmelse være tale om en lineær sammenhæng. 

  



 

7.D2 
 

7.D2.1: 

 

 

 
 

 



 

7.D2.2: 

 

 

 
 

 



 

7.D2.3: 

 
 

7.D2.4: a) Tæthedsfunktionen for en normalfordeling med middelværdi 15 og spredning k er: 

( )

2

2

( 15)

2
1

e
2

x

kf x
k 

−
−

= 
 

 

Det kan godt volde problemer at arbejde med denne funktion, når den skal integreres, så her 

arbejdes med Gym-pakkens normalcdf, der svarer til fordelingsfunktionen, dvs. man løser 

ligningen ( )6 0,1F = ved : 

 
 

 

7.D2.5: Tæthedsfunktionerne for normalfordelinger er symmetriske omkring middelværdien, så da 

( )10 0,25P X  = og ( )20 0,75P X  = , dvs. 25% af arealet under grafen ligger til venstre for 10 

og 25% til højre for 20, må middelværdien ligge midt mellem 10 og 20, dvs. 15 = . 

( )10 0,25P X  = giver os ligningen ( )10 0,25F = for fordelingsfunktionen F:. Den løses med 

Gym-pakkens normalcdf. 

 
  

 

7.D2.6: ( )60,0.7X b  

 

 



 

7.D2.7: ( )40,0.2X b  

a) Først bestemmes middelværdi og spredning for binomialfordelingen: 
40 0,2 8n p =  =  =  

 
Da binomialfordelingen er en diskret fordeling, hvor den stokastiske variabel kun kan antage 

heltallige (ikke-negative) værdier, har man altså: 

 
 

b) Der skulle nok stå heltallige værdi i opgaveformuleringen. 

Da sandsynligheden 0,4 er mindre end 50%, skal man over middelværdien på 8, så der udregnes en 

række værdier i området lige omkring 8 (7 tages med for at illustrere pointen med sekvensen): 

 
Det ses, at 8 er det største tal, hvor sandsynligheden er over 40%, så 8k =  

 

7.D2.8: Det er oplyst, at 505ml       =3ml =  

a) Det udnyttes, at ( )( 500) 1 500P X P X = −  , hvor udtrykket på højresiden kan udregnes med 

Gym-pakkens normalcdf, der svarer til normalfordelingens fordelingsfunktion: 

  
Dvs. sandsynligheden for, at en flaske indeholder mindst 500 mL er 95,2% 

 

b) Man kan godt anvende binomialfordelingen med 30 delforsøg og successandsynligheden 95,2% 

til at regne opgaven, men da det er alle flaskerne, der skal indeholde mindst 500 mL, kan det også 

udregnes hurtigere ved at udnytte, at det er både-og-hændelser, dvs. multiplikationsprincippet: 

 
Dvs. sandsynligheden er 23% 

 

  



 

7.D2.9: 

  

 
 

7.D2.10:  

 

 
 

  



 

7.D2.11:  

 
 

 
 

7.D2.12:  

 

 
 

 
 

  



 

7.D2.13: 

 

 

 
På grafen aflæses middelværdien ved at udnytte, at medianen i en normalfordeling svarer til 

middelværdien (medianen findes ved at gå vandret ud fra 0 på QQ-plottet). 

 

 
 

 



 

7.D2.14:  

 

 
 

 
 

 
 

  



 

7.D2.15:  

 

 
 
Datasættet ser meget underligt ud. Man må have taget skolængder for både kvinder og mænd. 

 


